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前言

回忆在时间上留下刻痕，正是这些刻痕，使回忆不再只是流逝的影子，而成为可以被反复触摸的存在。它

们沉默地镶嵌在我们走过的路径上，像一条看不见却始终存在的纹理，将过去与此刻悄然连接。

本科马上要毕业了，有时候会不自觉地回望：那些日复一日的课堂、推导到深夜的公式、反复修改却仍不完

美的解答，还有某些瞬间——忽然理解一个定理时的安静喜悦——它们究竟会以怎样的形式，被时间保留下来？

我们留下的刻痕，会是什么呢？

是成绩单上冷静而客观的数字吗？

是写满推导的草稿纸，还是那些被反复翻阅、边角已微微卷起的教材？

又或者，是某种更难以言说的东西——一种逐渐形成的思考方式，一种在复杂问题面前不再轻易退却的心

性，一种对“理解”本身的执念。

也许真正留下的，并不是某一道题的答案，而是我们在寻找答案时，曾经抵达过的那些位置。

这本习题解答集，正是试图为这些“刻痕”提供一种可见的形式。它不仅仅是对结果的整理，更像是一种

路径的重现：那些弯路、那些顿悟、那些看似微不足道却至关重要的中间步骤，都在这里被保留下来。

因此，这本手册或许并不完美，它难免存在疏漏、偏见，甚至错误。但如果它能够在某一个瞬间，陪伴你

跨过一道门槛，或是在你停滞时提供一点微弱却真实的光，那么它的存在，便已有意义。

我是北京大学 23 级本科生徐博达，如果大家发现手册中的勘误等等，可以通过如下邮箱联系我；或许你

仍会烦恼，但愿你终将自由如风！

• Email: 2300011821@stu.pku.edu.cn, 947216434@qq.com

这个方框用于突出解答手册中的题目描述，为区分每一道习题及其对应解答提供清晰的视觉提示。

这个方框用于呈现重要引理、中间结论或关键推导过程，以辅助习题的求解。

这个方框用于提供额外说明、见解或对问题及解答的补充性解释与澄清。
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1 微分方程的基本概念

1.1 微分方程的定义

1. 验证下列函数是其右侧的微分方程的特解或通解，其中 c1, c2 为任意常数：

(1) y = c1e
x + c2e

−x, y′′ − y = 0;

(2) y = sin x
x , y′ + y

x = cos x
x ;

(3) y = c1e
x cosx+ c2e

x sinx, y′′ − 2y′ + 2y = 0.

Proof. (1) 计算导数：
y′ = c1e

x − c2e
−x, y′′ = c1e

x + c2e
−x

代入方程左边：

y′′ − y = (c1e
x + c2e

−x)− (c1e
x + c2e

−x) = 0

方程成立。由于解中含有两个独立的任意常数 c1, c2，且微分方程的阶数为 2，故为通解。
(2) 计算导数：

y′ =
x cosx− sinx

x2

代入方程左边：

y′ +
y

x
=
x cosx− sinx

x2
+

sinx
x2

=
x cosx
x2

=
cosx
x

方程成立。由于解中不含有任意常数，故为特解。

(3) 计算导数：

y′ = ex(c1 cosx+ c2 sinx) + ex(−c1 sinx+ c2 cosx) = ex[(c1 + c2) cosx+ (c2 − c1) sinx]

y′′ = ex[(c1 + c2) cosx+ (c2 − c1) sinx] + ex[−(c1 + c2) sinx+ (c2 − c1) cosx] = 2ex(c2 cosx− c1 sinx)

代入方程左边：

y′′ − 2y′ + 2y = 2ex(c2 cosx− c1 sinx)− 2ex[(c1 + c2) cosx+ (c2 − c1) sinx] + 2ex(c1 cosx+ c2 sinx)

= ex[(2c2 − 2c1 − 2c2 + 2c1) cosx+ (−2c1 − 2c2 + 2c1 + 2c2) sinx]

= 0

方程成立。由于解中含有两个独立的任意常数 c1, c2，且微分方程的阶数为 2，故为通解。

2. 求下列初值问题的解：

(1)

y′′′ = x,

y(0) = a0, y
′(0) = a′0, y

′′(0) = a′′0

;

(2)

y′ = x
√
1 + x2,

y(0) = y0
.

Proof. (1) 对 y′′′ = x 连续积分三次：

第一次积分得：y′′ = 1
2x

2 + C1。代入初值 y′′(0) = a′′0，得 C1 = a′′0，即 y′′ = 1
2x

2 + a′′0。

第二次积分得：y′ = 1
6x

3 + a′′0x+ C2。代入初值 y′(0) = a′0，得 C2 = a′0，即 y′ = 1
6x

3 + a′′0x+ a′0。

第三次积分得：y = 1
24x

4 + 1
2a

′′
0x

2 + a′0x+ C3。代入初值 y(0) = a0，得 C3 = a0。
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故初值问题的解为：

y =
1

24
x4 +

1

2
a′′0x

2 + a′0x+ a0

(2) 对 y′ = x
√
1 + x2 进行积分：

y =

∫
x
√
1 + x2dx =

1

2

∫
(1 + x2)

1
2 d(1 + x2) =

1

3
(1 + x2)

3
2 + C

代入初值 y(0) = y0：

y0 =
1

3
(1 + 0)

3
2 + C =⇒ C = y0 −

1

3

故初值问题的解为：

y =
1

3
(1 + x2)

3
2 + y0 −

1

3

3. 求曲线族 y = c1e
x + c2xe

x 所满足的微分方程，其中 c1, c2 为任意常数。

Proof. 对原式两边关于 x 求导：

y′ = c1e
x + c2(e

x + xex) = (c1e
x + c2xe

x) + c2e
x = y + c2e

x

即有 c2e
x = y′ − y。

对上式再求导一次：

y′′ = y′ + c2e
x

将 c2e
x = y′ − y 代入上式，得：

y′′ = y′ + (y′ − y) =⇒ y′′ − 2y′ + y = 0

故所求的微分方程为 y′′ − 2y′ + y = 0。

4. 求曲线族 c1x+ (y − c2)
2 = 0 所满足的微分方程，其中 c1, c2 为任意常数。

Proof. 对等式两边关于 x 求导：

c1 + 2(y − c2)y
′ = 0 =⇒ c1 = −2(y − c2)y

′

再次关于 x 求导：

0 = −2[y′2 + (y − c2)y
′′] =⇒ y′2 + (y − c2)y

′′ = 0

从中解出 y − c2（假设 y′′ 6= 0）：

y − c2 = −y
′2

y′′

将 y − c2 和 c1 的表达式代回原方程 c1x+ (y − c2)
2 = 0：

−2

(
−y

′2

y′′

)
y′ · x+

(
−y

′2

y′′

)2

= 0

化简得：
2xy′3

y′′
+
y′4

y′′2
= 0

假设 y′ 6= 0，等式两边同乘 y′′2

y′3，得到：

2xy′′ + y′ = 0

此即为所求的微分方程。
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5. 求平面上一切圆所满足的微分方程。

Proof. 平面上任意圆的方程可表示为：
(x− a)2 + (y − b)2 = R2

其中 a, b, R 均为任意常数。由于含有 3 个独立参数，我们需要求三次导数。
对 x 第一次求导：

2(x− a) + 2(y − b)y′ = 0 =⇒ x− a+ (y − b)y′ = 0

对 x 第二次求导：

1 + y′2 + (y − b)y′′ = 0 =⇒ y − b = −1 + y′2

y′′

对 x 第三次求导，利用商的求导法则：

y′ = −2y′y′′ · y′′ − (1 + y′2)y′′′

(y′′)2

整理得：

y′(y′′)2 = −2y′(y′′)2 + (1 + y′2)y′′′ =⇒ 3y′(y′′)2 = (1 + y′2)y′′′

即一切圆所满足的微分方程为：

(1 + y′2)y′′′ − 3y′(y′′)2 = 0

6. 证明：设 y = g(x; c1, c2, · · · , cn) 是一个充分光滑的函数族，其中 c1, c2, · · · , cn 是相互独立的任意常数，
则存在一个形如 (1.1) 式的微分方程，使得它的通解恰好是上述函数族。

Proof. 对 y = g(x; c1, c2, · · · , cn) 两边关于 x 连续求导 n 次，得到如下包含 n+ 1 个方程的方程组：

y = g(x; c1, c2, · · · , cn)

y′ = g′(x; c1, c2, · · · , cn)

y′′ = g′′(x; c1, c2, · · · , cn)
...

y(n) = g(n)(x; c1, c2, · · · , cn)

由于 c1, c2, · · · , cn 是 n 个相互独立的任意常数，根据隐函数存在定理（假设满足雅可比行列式非零的非退化条

件），我们可以从前 n 个方程中，将这 n 个常数 c1, c2, · · · , cn 反解出来，用含有 x, y, y′, · · · , y(n−1) 的表达式表

示。

将这些解出的常数表达式代入第 n + 1 个方程 y(n) = g(n)(x; c1, c2, · · · , cn) 中，即可彻底消去所有的常数
c1, c2, · · · , cn。最终得到一个只含有 x, y, y′, · · · , y(n) 的关系式：

F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0

该式的形式即为形如 (1.1) 式的 n 阶微分方程。由于该方程是由原函数族及其各阶导数消去常数必然推导得出

的，因此原函数族满足该微分方程。又因为原函数族中包含 n 个独立的任意常数，符合 n 阶微分方程通解的定

义，故该函数族恰好是此微分方程的通解。
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1.2 几何解释

1. 作出下面微分方程的线素场:
(1) y′ = y(y − 1); (2) y′ = |y|.

Proof. (1) 微分方程 y′ = y(y − 1) 的右端仅依赖于 y。等倾线方程为 y(y − 1) = k(常数)，即平行于 x 轴的直

线。当 y = 0 和 y = 1 时，y′ = 0，线素水平；当 y > 1 或 y < 0 时，y′ > 0，线素斜率为正；当 0 < y < 1 时，

y′ < 0，线素斜率为负。通过在不同 y 值的水平线上画出对应斜率的短线段即可作出线素场。

(2) 微分方程 y′ = |y| 的右端也仅依赖于 y。等倾线方程为 |y| = k ⩾ 0，即 y = k 或 y = −k。当 y = 0 时，

y′ = 0，线素水平；当 y 6= 0 时，y′ > 0，所有非 x 轴上的线素斜率均大于零，且关于 x 轴对称的点的线素斜率

相同。

2. 利用线素场研究下列微分方程的积分曲线:
(1) y′ = xy; (2) y′ = x2 + y2.

Proof. (1) 等倾线方程为 xy = k。当 k = 0 时，等倾线为坐标轴 x = 0 和 y = 0，其上线素斜率为 0（水平）。在
第一、三象限，线素斜率为正；在第二、四象限，线素斜率为负。积分曲线在过 y 轴 (x = 0) 时取得极值。实际
上，该方程可分离变量求解为 y = Cex

2/2。

(2) 等倾线方程为 x2 + y2 = k ⩾ 0。等倾线是一系列以原点为圆心的同心圆。在半径为
√
k 的圆上，线素

的斜率均为 k。原点处斜率为 0；距离原点越远，线素的斜率越大（越陡峭）。由于斜率始终非负，积分曲线是
单调递增的。

3. 写出微分方程 y′ = f(x, y) 的解的极大值点或极小值点 (x, y) 的轨迹方程. 如何区分极大值点和极小值
点?

Proof. 函数取得极值的一阶必要条件是导数为零，即 y′ = 0。因此，解曲线极值点的轨迹方程为：

f(x, y) = 0

为了区分极大值点和极小值点，需要考虑二阶导数 y′′。对原方程两边关于 x 求导得：

y′′ = fx(x, y) + fy(x, y)y
′

在极值点处，有 y′ = 0，因此 y′′ = fx(x, y)。由极值的第二充分条件：若 fx(x, y) > 0，即 y′′ > 0，则该点为极

小值点；若 fx(x, y) < 0，即 y′′ < 0，则该点为极大值点。

4. 写出微分方程 y′ = y − x2 的解曲线的拐点的轨迹方程.

Proof. 解曲线的拐点满足二阶导数等于零的条件，即 y′′ = 0。对原微分方程两边关于 x 求导：

y′′ = y′ − 2x

将原方程 y′ = y − x2 代入上式，得到：

y′′ = (y − x2)− 2x = y − x2 − 2x

令 y′′ = 0，得到拐点的轨迹方程为：

y − x2 − 2x = 0 =⇒ y = x2 + 2x
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2 初等积分法

2.1 恰当方程

判别下列方程是否为恰当方程，并对恰当方程进行求解:

1. (4x2y − y)dx+ (3x+ y)dy = 0

2. (x+ 2y)dx+ (2x− y)dy = 0

3. (ax− by)dx+ (bx− cy)dy = 0 (a, b, c 为常数)

Proof. 1. 设 M(x, y) = 4x2y − y，N(x, y) = 3x + y。计算偏导数：∂M
∂y = 4x2 − 1，∂N

∂x = 3。由于 ∂M
∂y 6= ∂N

∂x，

所以该方程不是恰当方程。

2. 设 M(x, y) = x+ 2y，N(x, y) = 2x− y。计算偏导数：∂M
∂y = 2，∂N

∂x = 2。由于 ∂M
∂y = ∂N

∂x，所以该方程

是恰当方程。求解：存在函数 u(x, y) 使得 du =Mdx+Ndy。

u(x, y) =

∫
(x+ 2y)dx =

1

2
x2 + 2xy + ϕ(y)

对 y 求偏导：∂u
∂y = 2x+ ϕ′(y)。令 ∂u

∂y = N(x, y)，即 2x+ ϕ′(y) = 2x− y。解得 ϕ′(y) = −y =⇒ ϕ(y) = − 1
2y

2。

故通解为： 1
2x

2 + 2xy − 1
2y

2 = C。

3. 设 M(x, y) = ax− by，N(x, y) = bx− cy。计算偏导数：∂M
∂y = −b，∂N

∂x = b。一般情况下 (当 b 6= 0 时)，
∂M
∂y 6= ∂N

∂x，该方程不是恰当方程。

4. x2y(ydx+ xdy)− (2ydx+ xdy) = 0

5. 3x2(1 + ln y)dx−
(
2y − x3

y

)
dy = 0

6. (2− 9xy2)xdx+ (4y2 − 6x3)ydy = 0

7. 2x(1 +
√
x2 − y)dx−

√
x2 − ydy = 0

8. e−ydx− (2y + xe−y)dy = 0

9. y
xdx+ (y3 + lnx)dy = 0

Proof. 4. 整理方程得：(x2y2 − 2y)dx + (x3y − x)dy = 0。设 M = x2y2 − 2y，N = x3y − x。计算偏导数：
∂M
∂y = 2x2y − 2，∂N

∂x = 3x2y − 1。由于 ∂M
∂y 6= ∂N

∂x，所以该方程不是恰当方程。

5. 设 M = 3x2(1 + ln y)，N = −2y+ x3

y 。计算偏导数：
∂M
∂y = 3x2

y ，
∂N
∂x = 3x2

y 。由于
∂M
∂y = ∂N

∂x，所以该方

程是恰当方程。

u(x, y) =

∫
3x2(1 + ln y)dx = x3(1 + ln y) + ϕ(y)

∂u

∂y
=
x3

y
+ ϕ′(y) = N = −2y +

x3

y
=⇒ ϕ′(y) = −2y =⇒ ϕ(y) = −y2

故通解为：x3(1 + ln y)− y2 = C。

6. 整理方程得：(2x− 9x2y2)dx+ (4y3 − 6x3y)dy = 0。设 M = 2x− 9x2y2，N = 4y3 − 6x3y。计算偏导

数：∂M
∂y = −18x2y，∂N

∂x = −18x2y。所以该方程是恰当方程。

u(x, y) =

∫
(2x− 9x2y2)dx = x2 − 3x3y2 + ϕ(y)

∂u

∂y
= −6x3y + ϕ′(y) = N = 4y3 − 6x3y =⇒ ϕ′(y) = 4y3 =⇒ ϕ(y) = y4
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故通解为：x2 − 3x3y2 + y4 = C。

7. 设M = 2x+2x
√
x2 − y，N = −

√
x2 − y。计算偏导数：∂M∂y = 2x · −1

2
√
x2−y

= −x√
x2−y

，∂N∂x = − 2x

2
√
x2−y

=

−x√
x2−y

。所以该方程是恰当方程。这里对 y 积分更简便：

u(x, y) =

∫
−
√
x2 − ydy =

2

3
(x2 − y)3/2 + ψ(x)

∂u

∂x
=

2

3
· 3
2
(x2 − y)1/2 · 2x+ ψ′(x) = 2x

√
x2 − y + ψ′(x)

令 ∂u
∂x =M = 2x+ 2x

√
x2 − y，得 ψ′(x) = 2x =⇒ ψ(x) = x2。故通解为：x2 + 2

3 (x
2 − y)3/2 = C。

8. 设 M = e−y，N = −2y − xe−y。计算偏导数：∂M
∂y = −e−y，∂N

∂x = −e−y。所以该方程是恰当方程。

u(x, y) =

∫
e−ydx = xe−y + ϕ(y)

∂u

∂y
= −xe−y + ϕ′(y) = N = −2y − xe−y =⇒ ϕ′(y) = −2y =⇒ ϕ(y) = −y2

故通解为：xe−y − y2 = C。

9. 设 M = y
x，N = y3 + lnx。计算偏导数：∂M

∂y = 1
x，

∂N
∂x = 1

x。所以该方程是恰当方程。

u(x, y) =

∫
y

x
dx = y lnx+ ϕ(y)

∂u

∂y
= lnx+ ϕ′(y) = N = y3 + lnx =⇒ ϕ′(y) = y3 =⇒ ϕ(y) =

1

4
y4

故通解为：y lnx+ 1
4y

4 = C。

2.2 变量分离方程

1. 求下列微分方程满足所给条件的特解:

(1) xydx+ (x+ 1)dy = 0, y(1) = 2;

(2) (x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0, y(0) = 1;

(3) xy′ + y = y2, y(1) = 1
2 ;

(4) y′ =
√
4x+ 2y − 1, y(0) = 1;

(5) (x+ 2y)y′ = 1, y(0) = −1;

(6) x2y′ − cos 2y = 1, y(+∞) = 9π
4 ;

(7) 3y2y′ + 16x = 2xy3, 当 x→ +∞ 时，y(x) 有界.

Proof. (1) 将原方程分离变量，得：
1

y
dy = − x

x+ 1
dx

在此步骤中，假设了分母 y 6= 0。若 y = 0，显然满足原微分方程，是方程的常数解。但代入初始条件 y(1) = 2 6= 0，

故舍去 y = 0 的情况。

对上述分离变量后的方程两边同时积分：∫
1

y
dy =

∫ (
−1 +

1

x+ 1

)
dx

ln |y| = −x+ ln |x+ 1|+ C
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化简可得通解：

y = C1(x+ 1)e−x

将初始条件 y(1) = 2 代入：

2 = C1(1 + 1)e−1 =⇒ C1 = e

故所求特解为：

y = (x+ 1)e1−x

(2) 将原方程分离变量，得：
1

y2
dy = − 2x

x2 − 1
dx

假设了 y 6= 0。若 y = 0，满足原微分方程。但初始条件为 y(0) = 1 6= 0，故舍去 y = 0 的情况。

两边同时积分： ∫
y−2dy = −

∫
2x

x2 − 1
dx

−1

y
= − ln |x2 − 1|+ C

将初始条件 x = 0, y = 1 代入：

−1 = − ln | − 1|+ C =⇒ C = −1

由于在 x = 0 附近，有 x2 − 1 < 0，即 |x2 − 1| = 1− x2，代回原式：

−1

y
= − ln(1− x2)− 1

故所求特解为：

y =
1

1 + ln(1− x2)

(3) 原方程可化为 xdy
dx = y2 − y。分离变量得：

1

y(y − 1)
dy =

1

x
dx

假设了 y 6= 0 且 y 6= 1。若 y = 0 或 y = 1，均满足原微分方程。但初始条件 y(1) = 1
2 与两者均不符，故舍去。

两边利用部分分式展开并积分： ∫ (
1

y − 1
− 1

y

)
dy =

∫
1

x
dx

ln
∣∣∣∣y − 1

y

∣∣∣∣ = ln |x|+ C

化简得通解：
y − 1

y
= C1x

将初始条件 y(1) = 1
2 代入：

1/2− 1

1/2
= C1 · 1 =⇒ C1 = −1

代回通解关系式并化简：
y − 1

y
= −x =⇒ y − 1 = −xy =⇒ y(x+ 1) = 1

故所求特解为：

y =
1

x+ 1

(4) 采用变量代换，令 u = 4x+ 2y − 1，则 du
dx = 4 + 2y′，即 y′ = u′−4

2 。代入原方程得：

u′ − 4

2
=

√
u =⇒ u′ = 2

√
u+ 4
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分离变量得：
1√
u+ 2

du = 2dx

由于
√
u ≥ 0，所以分母

√
u+ 2 ≥ 2 > 0，恒不为零，无需讨论特解。

两边积分（令 v =
√
u，du = 2vdv）： ∫

2v

v + 2
dv =

∫
2dx

2

∫ (
1− 2

v + 2

)
dv = 2x+ C

2(
√
u− 2 ln(

√
u+ 2)) = 2x+ C =⇒

√
u− 2 ln(

√
u+ 2) = x+ C1

将 x = 0, y = 1 代入 u 的表达式，得 u(0) = 4(0) + 2(1)− 1 = 1。再代入积分结果：

√
1− 2 ln(1 + 2) = 0 + C1 =⇒ C1 = 1− 2 ln 3

故所求特解的隐函数方程为：√
4x+ 2y − 1− 2 ln(

√
4x+ 2y − 1 + 2) = x+ 1− 2 ln 3

(5) 采用变量代换，令 u = x + 2y，则将 x 视为自变量有 du
dy = dx

dy + 2。原方程 (x + 2y)dy
dx = 1 可改写为

dx
dy = x+ 2y，代入代换式得：

du
dy − 2 = u =⇒ du

dy = u+ 2

分离变量得：
1

u+ 2
du = dy

假设了 u+ 2 6= 0。若 u+ 2 = 0，即 u = −2，代入 du
dy = u+ 2 显然成立。将 u = −2 还原为原变量：

x+ 2y = −2 =⇒ y = −1− x

2

检验初始条件 y(0) = −1− 0 = −1，完全吻合。故直接得到特解，无需进一步计算一般积分常数。所求特解为：

y = −1− x

2

(6) 原方程整理为 x2y′ = 1 + cos 2y = 2 cos2 y。分离变量得：

1

cos2 ydy =
2

x2
dx

假设了 cos y 6= 0。若 cos y = 0，即 y = kπ + π
2 (k ∈ Z)，此时 y′ = 0，代入原方程 0− (−1) = 1 成立，为方程

解。但极限 limx→+∞ y(x) = 9π
4 ，不属于该形式，故舍去。

两边积分： ∫
sec2 ydy =

∫
2x−2dx

tan y = − 2

x
+ C

对等式两边取 x→ +∞ 的极限，利用条件 y(+∞) = 9π
4 ：

tan
(
9π

4

)
= 0 + C =⇒ C = tan

(
2π +

π

4

)
= 1

代回得 tan y = 1− 2
x。写出显式表达式：

y = arctan
(
1− 2

x

)
+ kπ
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为了满足 x→ +∞ 时 y → 9π
4 ，且 limx→+∞ arctan

(
1− 2

x

)
= arctan(1) = π

4，必须取 k = 2。故所求特解为：

y = arctan
(
1− 2

x

)
+ 2π

(7) 原方程整理为 3y2y′ = 2x(y3 − 8)。分离变量得：

3y2

y3 − 8
dy = 2xdx

假设了 y3 − 8 6= 0。若 y3 − 8 = 0，即 y = 2，此时 y′ = 0，代入原微分方程两边均等于 16x，故 y = 2 是方程

的解。并且 y = 2 是常数函数，显然在 x→ +∞ 时有界。
若继续求通解，两边积分： ∫ d(y3 − 8)

y3 − 8
=

∫
2xdx

ln |y3 − 8| = x2 + C =⇒ y3 − 8 = C1e
x2

(C1 6= 0)

当 x→ +∞时，ex2 → +∞，此时若 C1 6= 0，必将导致 y3 → ±∞，即 y(x)无界，这与题目要求的“当 x→ +∞
时 y(x) 有界”相矛盾。因此，满足条件的解只能是先前分离变量时讨论的分母为零的特解（对应于 C1 = 0）。

故所求特解为：

y = 2

2. 求解下列微分方程，并作出积分曲线的草图:

(1) y′ = ay, 其中 a 是不为零的常数;

(2) y′ = ya, 其中 a = 1
5 , 1, 2.

Proof. (1) 对于方程 y′ = ay：

在分离变量前，首先考虑 y = 0 的情形。显然，代入原方程可知 y = 0 满足方程，是它的一个常数解。

当 y 6= 0 时，分离变量可得：
1

y
dy = adx

对等式两边进行积分： ∫
1

y
dy =

∫
adx

ln |y| = ax+ C1

化简上述等式，得：

y = ±eC1eax

令 C2 = ±eC1，则 C2 为非零常数，有：

y = C2e
ax

考虑到先前得到的常数解 y = 0，可以将其纳入上式中（即令常数取 0），从而得到通解：

y = Ceax (C 为任意常数)

积分曲线的草图描述：积分曲线是一簇指数曲线。对其形态描述如下：若 a > 0：当 C > 0 时，曲线位于 x

轴上方，单调递增且下凸；当 C < 0 时，曲线位于 x 轴下方，单调递减且上凸；当 C = 0 时，曲线即为 x 轴。

若 a < 0：当 C > 0 时，曲线位于 x 轴上方，单调递减且下凸；当 C < 0 时，曲线位于 x 轴下方，单调递增且

上凸。

(2) 对于方程 y′ = ya：
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情形一：当 a = 1 时，方程为 y′ = y。这与 (1) 中 a = 1 的情况完全一致，故通解为：

y = Cex (C 为任意常数)

积分曲线的草图为一簇标准的指数曲线，形态与 (1) 中 a > 0 的情况相同。

情形二：当 a = 2 时，方程为 y′ = y2。在分离变量前，考虑 y = 0 的情形。显然 y = 0 满足原方程，是它

的一个常数解。

当 y 6= 0 时，分离变量可得：
1

y2
dy = dx

对等式两边进行积分： ∫
y−2dy =

∫
1dx

−1

y
= x+ C

化简得：

y = − 1

x+ C

故该方程的解为：

y = − 1

x+ C
以及 y = 0

积分曲线的草图描述： y = 0 为 x 轴；其余积分曲线 y = − 1
x+C 是一簇平移后的反比例函数（双曲线），其

垂直渐近线为 x = −C，水平渐近线为 y = 0。在垂直渐近线右侧 (x > −C) 曲线位于第四象限并单调递增；在
左侧 (x < −C) 曲线位于第二象限并单调递增。

情形三：当 a = 1
5 时，方程为 y′ = y1/5。在分离变量前，考虑 y = 0 的情形。显然 y = 0 满足原方程，是

它的一个常数解。

当 y 6= 0 时，分离变量可得：

y−1/5dy = dx

对等式两边进行积分： ∫
y−1/5dy =

∫
1dx

5

4
y4/5 = x+ C

由于对于任意实数 y 均有 y4/5 ⩾ 0，因此必须满足 x+ C ⩾ 0，即 x ⩾ −C。化简解得：

y = ±
[
4

5
(x+ C)

]5/4
故该方程的解为：

y = ±
[
4

5
(x+ C)

]5/4
(x ⩾ −C) 以及 y = 0

积分曲线的草图描述：y = 0为 x轴；其余积分曲线以 x轴上的点 (−C, 0)为起点，分为上下两支，分别向
第一象限和第四象限延伸。由于过 x 轴上的任意一点 (−C, 0) 都有三条积分曲线（两支曲线和 x 轴）相交，说

明在此处解是不唯一的。

3. 设有微分方程
y′ = f(y),

其中 f(y) 在 y = a 的某个邻域内连续，且 f(y) = 0 当且仅当 y = a. 证明：对于直线 y = a 上任一点

(x0, a)，该方程满足条件 y(x0) = a 的解存在且唯一的充要条件为∣∣∣∣∫ a±ε

a

1

f(y)
dy
∣∣∣∣ = +∞,

其中 ε 为任意正数.
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Proof. 首先讨论解的存在性。由于题目已知当且仅当 y = a 时 f(y) = 0，因此将 y(x) ≡ a 代入原微分方程，显

然有 y′ = 0 = f(a)，方程恒成立。并且该常数解满足初始条件 y(x0) = a。因此，满足条件的特解总是存在的

（即常数解 y ≡ a），本题的核心转化为证明该解唯一的充要条件。

若该初值问题还存在不恒等于 a 的第二组解 y = y(x)，则在 y 6= a 的区间内，有 f(y) 6= 0。此时可以将原

方程分离变量：
1

f(y)
dy = dx

假设存在这样的非常数解 y(x)，它满足 y(x0) = a，并且在 x0 附近的某一点 x1 处，解曲线偏离了直线 y = a

到达 y(x1) = a± ε (ε > 0)。对分离变量后的方程两边在 [x0, x1] 对应的区间上进行积分：∫ y(x1)

y(x0)

1

f(y)
dy =

∫ x1

x0

dx

将边界条件代入，即得到隐式积分关系： ∫ a±ε

a

1

f(y)
dy = x1 − x0

充分性：若
∣∣∣∫ a±εa

1
f(y)dy

∣∣∣ = +∞，则上述等式左端趋于无穷。然而对于任何一条偏离了 y = a 的解曲线，

如果要从点 (x0, a) 变动到 (x1, a ± ε)，等式右端的 x1 − x0 必须是一个有限常数。无穷大等于有限常数，产生

矛盾。这说明除了分离变量前讨论的常数解 y(x) ≡ a 之外，不存在任何其他解，解是唯一的。

必要性：已知解是唯一的（即仅有 y(x) ≡ a），采用反证法。假设积分收敛，即存在正实数 M 使得：∣∣∣∣∫ a±ε

a

1

f(y)
dy
∣∣∣∣ =M < +∞

则根据分离变量积分得到的等式
∫ y
a

1
f(u)du = x− x0，这本身就定义了一个 x 与 y 的函数关系。由于积分值有

限，意味着只需经历有限的自变量跨度 |x−x0| =M，因变量 y 就能从 a 变动到 a± ε。这就意味着从点 (x0, a)

出发，存在一条确定的、非常数的解曲线。这与“解的唯一性”前提相矛盾。因此，反证法假设不成立，该反常

积分必须发散，即绝对值为 +∞。

4. 称函数 f(x, y) 是 d 次拟齐次函数，如果

f(tαsx, tβsy) = tdsf(x, y),

其中 t > 0, α 和 β 为正常数，且 α+ β = 1, s ∈ R. 这时 α 和 β 分别称为 x 和 y 的权. 考虑微分方程

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0,

其中 P (x, y) 和 Q(x, y) 分别是 d0 次和 d1 次拟齐次函数，x 和 y 的权分别是 α 和 β. 证明：当

d0 = d1 + β − α

时，该方程可以用初等积分法求解.

Proof. 借鉴齐次方程的解法，作变量代换 y = ux
β
α。两边求微分，可得：

dy = x
β
α du+

β

α
ux

β
α−1dx

利用拟齐次函数的定义，令 ts = x
1
α，则有 tαs = x 以及 tβs = x

β
α。将此代入 P (x, y) 和 Q(x, y) 中：

P (x, y) = P (tαs · 1, tβs · u) = td0sP (1, u) = x
d0
α P (1, u)

Q(x, y) = Q(tαs · 1, tβs · u) = td1sQ(1, u) = x
d1
α Q(1, u)
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将 P (x, y)、Q(x, y) 及 dy 的表达式代入原微分方程：

x
d0
α P (1, u)dx+ x

d1
α Q(1, u)

(
x

β
α du+

β

α
ux

β
α−1dx

)
= 0

将含 dx 和 du 的项分别合并整理：[
x

d0
α P (1, u) +

β

α
ux

d1+β−α
α Q(1, u)

]
dx+ x

d1+β
α Q(1, u)du = 0

根据题目已知条件 d0 = d1 + β − α，等式两边同除以 α，有：

d0
α

=
d1 + β − α

α
且

d0
α

+ 1 =
d1 + β

α

利用该条件化简微分方程中 x 的指数：

x
d0
α

[
P (1, u) +

β

α
uQ(1, u)

]
dx+ x

d0
α +1Q(1, u)du = 0

假设 x 6= 0，方程两边同除以 x
d0
α +1，即可实现变量分离：

1

x
dx+

Q(1, u)

P (1, u) + β
αuQ(1, u)

du = 0

此时，原方程已转化为标准的变量分离方程。只需对等式两边进行积分，即可求出隐函数形式的通解。因

此，当 d0 = d1 + β − α 时，该微分方程可通过变量分离转化为初等积分法求解。

注记：变量代换的动机

借鉴求解标准齐次方程的核心思想，我们的目标是提取出 x 的幂次，将 P (x, y) 和 Q(x, y) 转化为形如

xkP (1, u) 的结构，以便后续分离变量。

利用拟齐次函数的定义 f(tαsx, tβsy) = tdsf(x, y)，我们希望等式左侧的第一位自变量变为 1。为此，相当

于令提取因子 tαs = x−1，即 ts = x−
1
α。将其代入定义式可得：

f(1, x−
β
α y) = x−

d
α f(x, y) =⇒ f(x, y) = x

d
α f
(
1, yx−

β
α

)
为了让第二位自变量凑成单一变量 u，自然想到令 u = yx−

β
α，这就直接启发了变量代换：

y = ux
β
α

5. 证明：方程

y′ =
3

√
y2 + 1

x4 + 1

的每一条积分曲线都有两条水平渐近线.

Proof. 对原微分方程分离变量，得：
(y2 + 1)−

1
3 dy = (x4 + 1)−

1
3 dx

由于对任意实数 y 均有 y2 + 1 ⩾ 1 > 0，故在此分离变量的过程中除数恒不为零，不存在遗漏常数解的情况。

设积分曲线经过任意初始点 (x0, y0)，对等式两边在对应的区间上进行定积分：∫ y(x)

y0

(u2 + 1)−
1
3 du =

∫ x

x0

(t4 + 1)−
1
3 dt

为方便分析，定义函数 F (y) =
∫ y
0
(u2 + 1)−

1
3 du 以及 G(x) =

∫ x
0
(t4 + 1)−

1
3 dt。则上述积分关系可表示为：

F (y(x))− F (y0) = G(x)−G(x0) =⇒ F (y(x)) = G(x)−G(x0) + F (y0)
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首先分析等式右侧 G(x) 的渐近性质：当 t → ∞ 时，被积函数 (t4 + 1)−
1
3 ∼ t−

4
3。由于 4

3 > 1，根据无穷

区间反常积分的敛散性判别法，积分
∫ +∞
0

(t4 + 1)−
1
3 dt 收敛。设该收敛值为有限正常数 M。又由于被积函数是

偶函数，故有：

lim
x→+∞

G(x) =M, lim
x→−∞

G(x) = −M

这表明当 x→ ±∞ 时，等式右侧 G(x)−G(x0) + F (y0) 分别趋于有限常数。我们将其分别记为 C+ 和 C−。

其次分析等式左侧 F (y) 的性质：当 u → ∞ 时，被积函数 (u2 + 1)−
1
3 ∼ u−

2
3。由于 2

3 ⩽ 1，反常积

分
∫ +∞
0

(u2 + 1)−
1
3 du 发散至 +∞；同理向负无穷方向发散至 −∞。又因为对于任意 u ∈ R，导数 F ′(u) =

(u2 +1)−
1
3 > 0 恒成立，所以 F (y) 是定义在 R 上的严格单调递增函数，且其值域为整个实数集 R。因此，F (y)

存在定义在整个 R 上的连续逆函数 F−1。

综上所述，积分曲线的隐函数可以显式表示为：

y(x) = F−1(G(x)−G(x0) + F (y0))

对两边取极限：

lim
x→+∞

y(x) = F−1(C+), lim
x→−∞

y(x) = F−1(C−)

由于 F−1 在实数域上处处连续，且 C+ 与 C− 均为有限实数，因此这两个极限均存在且为有限实数。又因为

y′ > 0 恒成立，积分曲线严格单调递增，故向两端趋近的极限值互不相等。因此，该微分方程的每一条积分曲线

都必然存在两条不同的水平渐近线。

6. 设函数 f(x) 在区间 [1,+∞) 上连续，且为正的. 证明: 如果∫ x

1

f(t)dt ⩽ (f(x))3,

则

f(x) ⩾
√

2

3
(x− 1).

Proof. 令 F (x) =
∫ x
1
f(t)dt。因为 f(x)在 [1,+∞)上连续，由微积分基本定理可知 F (x)可导，且 F ′(x) = f(x)。

又因为 f(x) 为正，所以当 x > 1 时，F (x) > F (1) = 0。

根据题设条件，给定的积分不等式可化为：

F (x) ⩽ (F ′(x))3

由于 f(x) > 0，即 F ′(x) > 0，对不等式两边同时开三次方得：

(F (x))
1
3 ⩽ F ′(x)

当 x > 1 时，F (x) > 0。采用类似分离变量的思想，将含 F 的项移至同侧：

(F (x))−
1
3F ′(x) ⩾ 1

对上述不等式两边在区间 [1, x] 上进行定积分：∫ x

1

(F (t))−
1
3F ′(t)dt ⩾

∫ x

1

1dt

∫ x

1

(F (t))−
1
3 d(F (t)) ⩾ x− 1

计算左侧的积分得： [
3

2
(F (t))

2
3

]x
1

⩾ x− 1

代入上下限，并利用 F (1) = 0，可得：
3

2
(F (x))

2
3 − 0 ⩾ x− 1
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整理得：

(F (x))
2
3 ⩾ 2

3
(x− 1)

另一方面，回到原题干已知条件 F (x) ⩽ (f(x))3。因为 f(x) 与 F (x) 均为正数，结合上述两个关于 (F (x))2

的不等式，利用传递性可得：

(f(x))6 ⩾ (F (x))2 ⩾
[
2

3
(x− 1)

]3
即：

f(x) ⩾
√

2

3
(x− 1)

结论得证。

2.3 一阶线性微分方程

1. 求解下列微分方程：

(1) xy′ − 2y = 2x4;

(2) (2x+ 1)y′ = 4x+ 2y;

(3) (xy + ex)dx− xdy = 0;

(4) 2x(x2 + y)dx = dy;

(5) (1− 2xy)y′ = y(y − 1).

Proof. (1) 假设 x 6= 0。将方程两边同除以 x，化为标准一阶线性微分方程：

y′ − 2

x
y = 2x3

计算积分因子：

µ(x) = e
∫
− 2

x dx = e−2 ln |x| =
1

x2

方程两边同乘 1
x2，得：

1

x2
y′ − 2

x3
y = 2x =⇒

( y
x2

)′
= 2x

两边同时积分：
y

x2
= x2 + C

化简得通解：

y = x4 + Cx2

若 x = 0，代入原方程得到 −2y = 0 =⇒ y = 0。上述通解在 x = 0 处满足 y = 0 且可导，故无需额外补充。

(2) 假设 2x+ 1 6= 0。将方程化为标准形式：

y′ − 2

2x+ 1
y =

4x

2x+ 1

计算积分因子：

µ(x) = e
∫
− 2

2x+1 dx = e− ln |2x+1| =
1

|2x+ 1|

为简便起见，等式两边同乘 1
2x+1（等价于将原方程化简并除以 (2x+ 1)2）：

(2x+ 1)y′ − 2y

(2x+ 1)2
=

4x

(2x+ 1)2
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(
y

2x+ 1

)′

=
2(2x+ 1)− 2

(2x+ 1)2
=

2

2x+ 1
− 2

(2x+ 1)2

两边同时积分：
y

2x+ 1
= ln |2x+ 1|+ 1

2x+ 1
+ C

化简得通解：

y = (2x+ 1) ln |2x+ 1|+ 1 + C(2x+ 1)

（若 2x+ 1 = 0 即 x = − 1
2，代入原方程得 y = 1，通解亦包含此情形。）

(3) 假设 x 6= 0。将方程整理为标准的一阶线性形式：

x
dy
dx − xy = ex =⇒ y′ − y =

ex

x

计算积分因子：

µ(x) = e
∫
−1dx = e−x

方程两边同乘 e−x：

e−xy′ − e−xy =
1

x
=⇒ (e−xy)′ =

1

x

两边同时积分：

e−xy = ln |x|+ C

化简得通解：

y = ex(ln |x|+ C)

以及特解 x ≡ 0.
(4) 整理原方程，化为关于未知函数 y 的一阶线性形式：

y′ − 2xy = 2x3

计算积分因子：

µ(x) = e
∫
−2xdx = e−x

2

方程两边同乘 e−x
2

：

e−x
2

y′ − 2xe−x
2

y = 2x3e−x
2

=⇒ (e−x
2

y)′ = 2x3e−x
2

两边同时积分，右端使用分部积分法：∫
2x3e−x

2

dx = −
∫
x2d(e−x

2

) = −x2e−x
2

+

∫
2xe−x

2

dx = −x2e−x
2

− e−x
2

+ C

代回原式：

e−x
2

y = −(x2 + 1)e−x
2

+ C

化简得通解：

y = Cex
2

− x2 − 1

(5) 观察到方程关于 y 是非线性的，但关于 x 是线性的。将 x 视作关于 y 的未知函数，方程化为：

y(y − 1)
dx
dy + 2yx = 1

假设 y 6= 0 且 y 6= 1。若 y = 0 或 y = 1，原方程两端均恒为 0，故此两者均为常数解。

当 y 6= 0 且 y 6= 1 时，同除以 y(y − 1) 得到标准形式：

dx
dy +

2

y − 1
x =

1

y(y − 1)

计算积分因子：

µ(y) = e
∫

2
y−1 dy = e2 ln |y−1| = (y − 1)2
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方程两边同乘 (y − 1)2：

(y − 1)2
dx
dy + 2(y − 1)x =

y − 1

y
=⇒

(
x(y − 1)2

)′
= 1− 1

y

两边对 y 进行积分：

x(y − 1)2 = y − ln |y|+ C

化简得到通解表达式。综上所述，原方程的解为：

x =
y − ln |y|+ C

(y − 1)2
以及 y = 0, y = 1

2. 求出微分方程
y′ sin 2x = 2(y + cosx)

的当 x→ π
2 时仍有界的解.

Proof. 将原微分方程整理为一阶线性微分方程的标准形式。在 x → π
2 的去心邻域内，sin 2x 6= 0。将方程两边

同除以 sin 2x：

y′ − 2

sin 2x
y =

2 cosx
sin 2x

利用二倍角公式化简等式右端：

y′ − 2

sin 2x
y =

1

sinx
求该一阶线性微分方程的积分因子：

µ(x) = exp
(∫

− 2

sin 2x
dx
)

计算该不定积分：∫
− 2

sin 2x
dx = −

∫
1

sinx cosxdx = −
∫ sin2 x+ cos2 x

sinx cosx dx = −
∫

(tanx+cotx)dx = ln | cosx|−ln | sinx| = ln | cotx|

故可取积分因子 µ(x) = cotx。将化简后的标准方程两边同乘 cotx：

y′ cotx− y
2 cotx
sin 2x

=
cotx
sinx

化简左端 y 的系数 2 cot x
sin 2x =

2 cos x
sin x

2 sin x cos x = 1
sin2 x = csc2 x，方程可改写为：

y′ cotx− y csc2 x =
cosx
sin2 x

=⇒ (y cotx)′ = cosx
sin2 x

对等式两边同时关于 x 进行积分：

y cotx =

∫ cosx
sin2 x

dx =

∫
1

sin2 x
d(sinx) = − 1

sinx + C

整理得到原微分方程的通解：

y =
C − 1

sin x
cotx =

C sinx− 1

cosx
题目要求当 x → π

2 时，解 y(x) 仍有界。考察通解的极限行为：当 x → π
2 时，分母 cosx → 0。若要使整

个分式的值保持有界，其分子必须同时趋于 0。

lim
x→π

2

(C sinx− 1) = C sin
(π
2

)
− 1 = C − 1 = 0 =⇒ C = 1

将 C = 1 代入通解，解得：

y =
sinx− 1

cosx
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（经洛必达法则验证，limx→π
2

sin x−1
cos x = limx→π

2

cos x
− sin x = 0，极限值为有限实数，满足有界条件。）

故所求满足条件的解为：

y =
sinx− 1

cosx

3. 设在微分方程 xy′ + ay = f(x) 中，常数 a > 0, limx→0 f(x) = b. 证明：当 x→ 0 时，该方程只有一个

有界的解；并求出这个解当 x→ 0 时的极限.

Proof. 假设 x 6= 0，将原方程化为一阶线性微分方程的标准形式：

y′ +
a

x
y =

f(x)

x

计算积分因子：

µ(x) = e
∫

a
x dx = ea ln |x| = |x|a

方程两边同乘 |x|a，整理可得：

|x|ay′ + a|x|a−1sgn(x)y = |x|a−1sgn(x)f(x) =⇒ (|x|ay)′ = |x|a−1sgn(x)f(x)

对上式两端从 0 到 x 进行积分。由于 a > 0 且 limx→0 f(x) = b 存在，即被积函数在 0 附近局部有界，反常积

分收敛，得到：

|x|ay =

∫ x

0

|t|a−1sgn(t)f(t)dt+ C

化简得到通解：

y(x) =

∫ x
0
|t|a−1sgn(t)f(t)dt+ C

|x|a

分析当 x→ 0时的有界性：因为 a > 0，当 x→ 0时，分母 |x|a → 0。同时，变上限积分部分 limx→0

∫ x
0
|t|a−1sgn(t)f(t)dt =

0。若要使 y(x) 在 x→ 0 时有界，其分子的极限必须为 0，即：

0 + C = 0 =⇒ C = 0

若 C 6= 0，则当 x→ 0 时 y(x) → ∞，解是无界的。因此，要使解在 x→ 0 时有界，必须且只需取 C = 0。这

就证明了在 x→ 0 时，有界的解是唯一的，且该解为：

y(x) =

∫ x
0
|t|a−1sgn(t)f(t)dt

|x|a

求该有界解当 x→ 0 时的极限：当 x→ 0 时，该解属于 0
0 型未定式。应用洛必达法则进行求导：

lim
x→0

y(x) = lim
x→0

∫ x
0
|t|a−1sgn(t)f(t)dt

|x|a
= lim
x→0

|x|a−1sgn(x)f(x)
a|x|a−1sgn(x) = lim

x→0

f(x)

a

由于已知 limx→0 f(x) = b，故：

lim
x→0

y(x) =
b

a

极限存在且为有限实数值，符合该解有界的结论。

这题考虑极限的时候如果只考虑 x > 0 的情况可以免去符号函数 sgn 的引入，在计算上可能更简便。

4. 求出微分方程 y′ = 2y cos2 x− sinx 的周期解.
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Proof. 将原微分方程整理为一阶线性微分方程的标准形式：

y′ − (2 cos2 x)y = − sinx

计算该方程的积分因子：

µ(x) = exp
(∫

−2 cos2 xdx
)

= exp
(∫

−(1 + cos 2x)dx
)

= e−x−
1
2 sin 2x

将方程两边同乘积分因子 e−x−
1
2 sin 2x，可化为：(
ye−x−

1
2 sin 2x

)′
= − sinxe−x− 1

2 sin 2x

对方程两端在区间 [x, x+ 2π] 上进行定积分：[
y(t)e−t−

1
2 sin 2t

]x+2π

x
=

∫ x+2π

x

− sin te−t− 1
2 sin 2tdt

即：

y(x+ 2π)e−(x+2π)− 1
2 sin 2(x+2π) − y(x)e−x−

1
2 sin 2x = −

∫ x+2π

x

sin te−t− 1
2 sin 2tdt

利用三角函数的周期性 sin 2(x+ 2π) = sin 2x，上式左端可提取公因子并化简为：

y(x+ 2π)e−2πe−x−
1
2 sin 2x − y(x)e−x−

1
2 sin 2x

假设 y(x) 是该方程的周期解。由于原方程中齐次部分的系数 −2 cos2 x 的周期为 π，非齐次项 − sinx 的周
期为 2π，因此系统的公共周期为 2π。由周期解的定义，必须满足 y(x+ 2π) = y(x)。代入上式得：

y(x)e−x−
1
2 sin 2x(e−2π − 1) = −

∫ x+2π

x

sin te−t− 1
2 sin 2tdt

将 y(x) 解出，即可得到原微分方程的唯一周期解：

y(x) =
ex+

1
2 sin 2x

1− e−2π

∫ x+2π

x

sin te−t− 1
2 sin 2tdt

（若作变量代换 t = x+ s，该形式也可等价写为 y(x) = 1
1−e−2π

∫ 2π

0
sin(x+ s)e−s+

1
2 [sin 2x−sin 2(x+s)]ds ）

注记：关于周期解的说明

微分方程的周期解是指满足周期函数定义的解 y(x)，即存在常数 T > 0，使得对于定义域内的任意 x，均

有 y(x+ T ) = y(x)。

对于一阶线性微分方程 y′ + p(x)y = q(x)，若 p(x) 与 q(x) 为连续函数且具有公共周期 T，则该方程若存

在周期解，其周期通常为 T。在本题中，方程整理为 y′ − (2 cos2 x)y = − sinx 后，p(x) = −2 cos2 x 的周
期为 π，q(x) = − sinx 的周期为 2π，二者的公共周期为 T = 2π。

因此，在求解过程中，我们利用周期解必须满足的条件 y(x + 2π) = y(x)，建立等式以确定通解中产生的

积分常数，从而求出该方程唯一的周期解。

5. 假设连续函数 f(t) 满足 |f(t)| ⩽M, t ∈ R. 证明: 微分方程

dx
dt + x = f(t)

在 −∞ < t < +∞ 上只有一个有界解; 进一步, 如果 f(t) 是周期函数, 那么这个有界解也是周期的.

Proof. 原微分方程是一阶线性微分方程。计算其积分因子：

µ(t) = e
∫
1dt = et
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方程两边同乘 et，化为：

et
dx
dt + etx = etf(t) =⇒ (etx)′ = etf(t)

由于已知 |f(t)| ⩽M，反常积分
∫ t
−∞ esf(s)ds 是绝对收敛的。因此，我们可以将积分下限取为 −∞，求得

通解的形式：

etx(t) = C +

∫ t

−∞
esf(s)ds

两边同乘 e−t，得到通解表达式：

x(t) = Ce−t +

∫ t

−∞
es−tf(s)ds

首先分析特解 x∗(t) =
∫ t
−∞ es−tf(s)ds 的有界性：

|x∗(t)| =
∣∣∣∣∫ t

−∞
es−tf(s)ds

∣∣∣∣ ⩽ ∫ t

−∞
es−t|f(s)|ds ⩽M

∫ t

−∞
es−tds =M

[
es−t

]t
−∞ =M

由此可知，x∗(t) 在 R 上有界，且界为 M。

接下来讨论通解 x(t) = Ce−t + x∗(t) 的有界性：当 t→ −∞ 时，e−t → +∞。若常数 C 6= 0，则 Ce−t 无

界。由于 x∗(t) 是有界的，两者相加必然导致解 x(t) 在 t→ −∞ 时无界。因此，若要求 x(t) 在 (−∞,+∞) 上

有界，必须且只需取 C = 0。这就证明了该微分方程在整个实数轴上存在唯一的一个有界解，即：

x(t) =

∫ t

−∞
es−tf(s)ds

进一步证明周期性：假设 f(t) 是周期函数，设其周期为 T > 0，即对任意 t 均有 f(t+ T ) = f(t)。将 t+ T

代入上述有界解的表达式中：

x(t+ T ) =

∫ t+T

−∞
es−(t+T )f(s)ds

作变量代换，令 u = s− T，则 ds = du。当 s→ −∞ 时，u→ −∞；当 s = t+ T 时，u = t。代入积分得：

x(t+ T ) =

∫ t

−∞
e(u+T )−(t+T )f(u+ T )du

化简指数并利用 f(t) 的周期性 f(u+ T ) = f(u)：

x(t+ T ) =

∫ t

−∞
eu−tf(u)du = x(t)

这说明有界解 x(t) 也满足 x(t+ T ) = x(t)，即该有界解同样是周期函数。命题得证。

6. 证明：微分方程 xy′ − (2x2 + 1)y = x2 只有一个解，满足当 x → +∞ 时有极限; 求出这个极限，并用
积分表示这个解.

Proof. 考虑当 x→ +∞ 的情形，不妨设 x > 0。将微分方程化为一阶线性微分方程的标准形式：

y′ −
(
2x+

1

x

)
y = x

计算该方程的积分因子：

µ(x) = exp
(∫

−
(
2x+

1

x

)
dx
)

= exp(−x2 − lnx) = 1

x
e−x

2

将方程两边同乘积分因子 1
xe

−x2

，得：

1

x
e−x

2

y′ − 2x2 + 1

x2
e−x

2

y = e−x
2

=⇒
(
1

x
e−x

2

y

)′

= e−x
2

对方程两端从 0 到 x 进行定积分：
1

x
e−x

2

y =

∫ x

0

e−t
2

dt+ C
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从而得到原方程的通解表达式：

y(x) = xex
2

(∫ x

0

e−t
2

dt+ C

)
=

∫ x
0
e−t

2dt+ C
1
xe

−x2

接下来分析当 x→ +∞时的极限行为。显然，分母部分 limx→+∞
1
xe

−x2

= 0。若要使得解 y(x)当 x→ +∞
时存在有限的极限，其分子当 x→ +∞ 时的极限必须为 0。已知高斯积分的结论 limx→+∞

∫ x
0
e−t

2dt =
√
π
2 ，故

必须满足： √
π

2
+ C = 0 =⇒ C = −

√
π

2

若 C 6= −
√
π
2 ，则分子的极限不为 0，而分母趋于 0，将导致 y(x) 趋于无穷大，无极限。因此，满足条件的解是

唯一的，且对应的常数被唯一确定为 C = −
√
π
2 。

将 C = −
√
π
2 = −

∫ +∞
0

e−t
2dt 代回通解中，可将该唯一解用积分表示为：

y(x) = xex
2

(∫ x

0

e−t
2

dt−
∫ +∞

0

e−t
2

dt
)

= −xex
2

∫ +∞

x

e−t
2

dt

最后，计算该解当 x→ +∞ 时的极限。此时该极限属于 0
0 型未定式，应用洛必达法则，对分子分母同时求

导：

lim
x→+∞

y(x) = lim
x→+∞

−
∫ +∞
x

e−t
2dt

1
xe

−x2

lim
x→+∞

y(x) = lim
x→+∞

e−x
2

− 1
x2 e−x

2 − 2e−x2 = lim
x→+∞

1

− 1
x2 − 2

= −1

2

故该解当 x→ +∞ 时的极限为 − 1
2。

7. 证明：若在 (−∞,+∞) 上连续可微且有界的函数 f(x) 满足

|f(x) + f ′(x)| ⩽ 1,

则 |f(x)| ⩽ 1.

Proof. 令 g(x) = f(x) + f ′(x)。由题意可知，对于任意 x ∈ R，均有 |g(x)| ⩽ 1。

考察一阶线性微分方程：

f ′(x) + f(x) = g(x)

为其寻找积分因子：

µ(x) = e
∫
1dx = ex

将方程两边同乘 ex，得到：

exf ′(x) + exf(x) = exg(x) =⇒ (exf(x))′ = exg(x)

对于任意实数 x 和 a（设 a < x），在区间 [a, x] 上对上式两端进行定积分：∫ x

a

(etf(t))′dt =
∫ x

a

etg(t)dt

exf(x)− eaf(a) =

∫ x

a

etg(t)dt

两边同乘 e−x，解出 f(x) 的表达式：

f(x) = f(a)ea−x + e−x
∫ x

a

etg(t)dt
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对等式两边取绝对值，并利用绝对值不等式与积分不等式（绝对值的积分大于等于积分的绝对值）：

|f(x)| =
∣∣∣∣f(a)ea−x + e−x

∫ x

a

etg(t)dt
∣∣∣∣

⩽ |f(a)|ea−x + e−x
∫ x

a

et|g(t)|dt

由于已知对于所有实数均有 |g(t)| ⩽ 1，可对上式进一步放缩：

|f(x)| ⩽ |f(a)|ea−x + e−x
∫ x

a

et · 1dt

= |f(a)|ea−x + e−x(ex − ea)

= |f(a)|ea−x + 1− ea−x

因为已知 f(x) 在 (−∞,+∞) 上有界，故存在常数 M > 0，使得对于一切实数 a 都有 |f(a)| ⩽M。因此：

|f(x)| ⩽Mea−x + 1− ea−x

由于上述不等式对于任意实数 a < x 均成立，我们可以让 a → −∞。此时 a− x → −∞，从而 ea−x → 0。

对不等式两端取极限：

|f(x)| ⩽ lim
a→−∞

(
Mea−x + 1− ea−x

)
= 0 + 1− 0 = 1

因此，对于任意 x ∈ (−∞,+∞)，均有 |f(x)| ⩽ 1，结论得证。

2.4 积分因子

1. 求下列微分方程的解：

(1) (x2 + y2 + x)dx+ ydy = 0;

(2) (x2 + y2 + y)dx− xdy = 0;

(3) ydy = (xdy + ydx)
√

1 + y2;

(4) y2dx− (xy + x3)dy = 0;

(5) ydx− xdy = 2x3 tan y
xdx;

(6) xydx = (y3 + x2y + x2)dy;

(7) (x2 − y2 + y)dx+ x(2y − 1)dy = 0;

(8) y2(ydx− 2xdy) = x3(xdy − 2ydx).

Proof. (1) 设 P = x2 + y2 + x，Q = y。计算偏导数：

∂P

∂y
= 2y,

∂Q

∂x
= 0

计算 G：

G = −
∂Q
∂x − ∂P

∂y

Q
=

2y

y
= 2

由于 G 仅依赖于 x，存在积分因子 µ(x) = e
∫
2dx = e2x。方程两边同乘 e2x：

e2x(x2 + y2 + x)dx+ e2xydy = 0

凑微分：

e2x(x2 + x)dx+
1

2
d(y2e2x) = 0
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两边积分（第一项利用分部积分法）：
1

2
x2e2x +

1

2
y2e2x = C1

化简得通解：

e2x(x2 + y2) = C

(2) 将方程改写为：
(x2 + y2)dx+ (ydx− xdy) = 0

假设 x2 + y2 6= 0，两边同除以 x2 + y2：

dx+
ydx− xdy
x2 + y2

= 0

利用 d(arctan y
x ) =

xdy−ydx
x2+y2 ，代入上式得：

dx− d
(

arctan y
x

)
= 0

两边积分得通解：

x− arctan y
x
= C

(3) 由于对于任意实数 y 均有
√

1 + y2 ⩾ 1 > 0，将原方程两边同除以
√
1 + y2：

y√
1 + y2

dy = xdy + ydx

凑微分得：

d(
√
1 + y2) = d(xy)

两边积分得通解： √
1 + y2 − xy = C

(4) 显然 x = 0 满足方程，是它的一个特解。当 x 6= 0 时，设 P = y2，Q = −xy − x3。计算偏导数：

∂P

∂y
= 2y,

∂Q

∂x
= −y − 3x2

计算 G：

G = −
∂Q
∂x − ∂P

∂y

Q
= −−y − 3x2 − 2y

−x(y + x2)
= − 3

x

存在仅依赖于 x 的积分因子 µ(x) = e
∫
− 3

x dx = 1
x3。方程两边同乘

1
x3：

y2

x3
dx−

( y
x2

+ 1
)

dy = 0 =⇒
(
y2

x3
dx− y

x2
dy
)
− dy = 0

凑微分：

−d
(
y2

2x2

)
− dy = 0

两边积分得通解。综上，该方程的解为：

y2

2x2
+ y = C 以及 x = 0

(5) 假设 x 6= 0。方程整理并两边同除以 x2：

ydx− xdy
x2

= 2x tan y
x

dx =⇒ −d
(y
x

)
= 2x tan y

x
dx

若 tan y
x = 0，即 y = kπx (k ∈ Z)，代入原方程恒成立，为特解。当 tan y

x 6= 0 时，分离变量：

− cot y
x

d
(y
x

)
= 2xdx



2 初等积分法 24

两边积分：

− ln
∣∣∣sin y

x

∣∣∣ = x2 + C1 =⇒ sin y
x
= Ce−x

2

该通解已包含前述特解（令 C = 0），故解为：

sin y
x
= Ce−x

2

(6) 显然 y = 0 满足方程，是它的一个特解。当 y 6= 0 时，将方程整理为 xydx− (y3 + x2y+ x2)dy = 0。设

P = xy，Q = −y3 − x2y − x2。计算偏导数：

∂P

∂y
= x,

∂Q

∂x
= −2xy − 2x

计算 H：

H =

∂Q
∂x − ∂P

∂y

P
=

−2xy − 3x

xy
= −2y + 3

y
= −2− 3

y

存在仅依赖于 y 的积分因子 µ(y) = e
∫
(−2− 3

y )dy = y−3e−2y。方程两边同乘 µ(y)：

xy−2e−2ydx− (1 + x2y−2 + x2y−3)e−2ydy = 0

对 P ∗ 关于 x 积分：

u(x, y) =

∫
xy−2e−2ydx =

1

2
x2y−2e−2y + ϕ(y)

对 y 求偏导并令其等于 Q∗：

∂u

∂y
= −x2y−3e−2y − x2y−2e−2y + ϕ′(y) = −e−2y − x2y−2e−2y − x2y−3e−2y

解得 ϕ′(y) = −e−2y，故 ϕ(y) = 1
2e

−2y。得到 1
2x

2y−2e−2y + 1
2e

−2y = C1。综上，该方程的解为：

e−2y(x2y−2 + 1) = C 以及 y = 0

(7) 显然 x = 0 满足方程，是它的一个特解。当 x 6= 0 时，设 P = x2 − y2 + y，Q = x(2y− 1)。计算偏导数：

∂P

∂y
= −2y + 1,

∂Q

∂x
= 2y − 1

计算 G：

G = −
∂Q
∂x − ∂P

∂y

Q
= −2y − 1− (−2y + 1)

x(2y − 1)
= − 2

x

积分因子为 µ(x) = 1
x2。方程两边同乘

1
x2：(

1− y2 − y

x2

)
dx+

2y − 1

x
dy = 0 =⇒ dx+

(2y − 1)xdy − (y2 − y)dx
x2

= 0

凑微分：

dx+ d
(
y2 − y

x

)
= 0

两边积分得通解。综上，该方程的解为：

x+
y2 − y

x
= C 以及 x = 0

(8) 将方程展开并整理为标准形式：

(y3 + 2x3y)dx− (2xy2 + x4)dy = 0

显然 x = 0 及 y = 0 均满足方程，是它的两个特解。当 x 6= 0 且 y 6= 0 时，寻找形如 µ(x, y) = xmyn 的积分因

子。方程两边同乘 xmyn：

(xmyn+3 + 2xm+3yn+1)dx− (xm+4yn + 2xm+1yn+2)dy = 0
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为使其成为恰当方程，需满足 ∂P∗

∂y = ∂Q∗

∂x ：

(n+ 3)xmyn+2 + 2(n+ 1)xm+3yn = −(m+ 4)xm+3yn − 2(m+ 1)xmyn+2

对应项系数相等，得到方程组：n+ 3 = −2(m+ 1)

2(n+ 1) = −(m+ 4)
=⇒

2m+ n = −5

m+ 2n = −6

解得 m = − 4
3 , n = − 7

3。此时积分因子为 µ = x−
4
3 y−

7
3。代回恰当方程，有：

P ∗ = x−
4
3 y

2
3 + 2x

5
3 y−

4
3 , Q∗ = −x 8

3 y−
7
3 − 2x−

1
3 y−

1
3

对 P ∗ 关于 x 积分：

u(x, y) =

∫
P ∗dx = −3x−

1
3 y

2
3 +

3

4
x

8
3 y−

4
3 + ϕ(y)

对 y 求偏导并令其等于 Q∗：

∂u

∂y
= −2x−

1
3 y−

1
3 − x

8
3 y−

7
3 + ϕ′(y) = Q∗ =⇒ ϕ′(y) = 0

故 ϕ(y) = 0，通解为 −3x−
1
3 y

2
3 + 3

4x
8
3 y−

4
3 = C1。等式两端同乘 − 4

3 整理。综上，该方程的解为：

4x−
1
3 y

2
3 − x

8
3 y−

4
3 = C 以及 x = 0, y = 0

2. 证明：方程 P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 有形如 µ = µ(ϕ(x, y)) 的积分因子的充要条件是

∂P
∂y − ∂Q

∂x

Q∂ϕ
∂x − P ∂ϕ

∂y

= f(ϕ(x, y)),

其中 f 为某个一元函数. 应用这一结果，给出存在下列类型的积分因子的充要条件：

(1) µ = µ(x± y);

(2) µ = µ(x2 + y2);

(3) µ = µ(xy);

(4) µ = µ(xαyβ) (α, β 为常数).

Proof. 第一部分：证明充要条件
若 µ = µ(ϕ(x, y)) 是微分方程 Pdx+Qdy = 0 的积分因子，则方程 µPdx+ µQdy = 0 为恰当方程。根据

恰当方程的充要条件，有：
∂(µP )

∂y
=
∂(µQ)

∂x

利用乘积求导法则和复合函数求导法则展开上式：

∂µ

∂y
P + µ

∂P

∂y
=
∂µ

∂x
Q+ µ

∂Q

∂x

由于 µ = µ(ϕ(x, y))，则 ∂µ
∂x = µ′(ϕ)∂ϕ∂x，

∂µ
∂y = µ′(ϕ)∂ϕ∂y。代入得：

µ′(ϕ)
∂ϕ

∂y
P + µ

∂P

∂y
= µ′(ϕ)

∂ϕ

∂x
Q+ µ

∂Q

∂x

移项并整理，将含有 µ 和 µ′ 的项分别归拢提取：

µ

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
= µ′(ϕ)

(
Q
∂ϕ

∂x
− P

∂ϕ

∂y

)
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假设 Q∂ϕ
∂x − P ∂ϕ

∂y 6= 0 且 µ 6= 0，等式两端同除以 µ
(
Q∂ϕ
∂x − P ∂ϕ

∂y

)
，得到：

∂P
∂y − ∂Q

∂x

Q∂ϕ
∂x − P ∂ϕ

∂y

=
µ′(ϕ)

µ(ϕ)

必要性：若 µ(ϕ) 是积分因子，上式右端 µ′(ϕ)
µ(ϕ) 显然是一个仅依赖于中间变量 ϕ(x, y) 的一元函数。令其为

f(ϕ)，则左端必等于 f(ϕ)。充分性：若等式左端等于某一元函数 f(ϕ)，即已知
∂P
∂y − ∂Q

∂x

Q ∂ϕ
∂x−P ∂ϕ

∂y

= f(ϕ)，则可直接构

造函数 µ(ϕ) = exp
(∫
f(ϕ)dϕ

)
。对其逆推上述偏导数展开过程，可知该 µ(ϕ) 满足 ∂(µP )

∂y = ∂(µQ)
∂x ，确为原方程

的积分因子。综上，原命题得证。

第二部分：定理应用

将具体的 ϕ(x, y) 代入上述已证的充要条件公式中，即可得到各类积分因子的充要条件：

(1) 对于 µ = µ(x± y)，此时 ϕ(x, y) = x± y，有 ∂ϕ
∂x = 1，∂ϕ

∂y = ±1。代入公式，其充要条件为：

∂P
∂y − ∂Q

∂x

Q∓ P
是x± y 的函数.

(2) 对于 µ = µ(x2 + y2)，此时 ϕ(x, y) = x2 + y2，有 ∂ϕ
∂x = 2x，∂ϕ

∂y = 2y。代入公式，其充要条件为：

∂P
∂y − ∂Q

∂x

2xQ− 2yP
是x2 + y2 的函数.

(3) 对于 µ = µ(xy)，此时 ϕ(x, y) = xy，有 ∂ϕ
∂x = y，∂ϕ

∂y = x。代入公式，其充要条件为：

∂P
∂y − ∂Q

∂x

yQ− xP
是xy 的函数.

(4) 对于 µ = µ(xαyβ)，此时 ϕ(x, y) = xαyβ，有 ∂ϕ
∂x = αxα−1yβ，∂ϕ

∂y = βxαyβ−1。代入公式，其充要条件

为：
∂P
∂y − ∂Q

∂x

αQxα−1yβ − βPxαyβ−1
是xαyβ 的函数.

2.5 一阶隐式微分方程

1. 求解下列微分方程：

(1) 8y′3 = 27y;

(2) y2(y′2 + 1) = 1;

(3) y′2 + xy = y2 + xy′;

(4) y′4 + y2 = y4;

(5) y + xy′ = 4
√
y′.

Proof. (1) 引入参数 p = y′，原方程化为 8p3 = 27y，即 y = 8
27p

3。对 x 求微分得 dy = 8
9p

2dp。代入 dy = pdx：

pdx =
8

9
p2dp =⇒ p

(
dx− 8

9
pdp
)

= 0

若 p = 0，则 y = 0，代入原方程恒成立，为特解。若 p 6= 0，则 dx = 8
9pdp。两边积分得：

x =
4

9
p2 + C =⇒ p2 =

9

4
(x− C) =⇒ p3 = ±27

8
(x− C)

3
2
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代回 y = 8
27p

3，得通解 y = ±(x− C)
3
2。两端平方化简，得方程的解为：

y2 = (x− C)3 以及 y = 0

(2) 引入参数 p = y′，原方程化为 y2(p2 + 1) = 1。令 p = tan t，则 y2 sec2 t = 1 =⇒ y = ± cos t。求微分
得 dy = ∓ sin tdt。代入 dy = pdx = tan tdx：

tan tdx = ∓ sin tdt =⇒ dx = ∓ cos tdt

两边积分得 x = ∓ sin t+ C =⇒ ±(x− C) = − sin t。消去参数 t：

(x− C)2 + y2 = (− sin t)2 + (± cos t)2 = 1

若 p = 0，由方程得 y = ±1，代入原方程均成立，为特解。综上，该方程的解为：

(x− C)2 + y2 = 1 以及 y = ±1

(3) 将方程移项并因式分解：

y′2 − xy′ − y2 + xy = 0 =⇒ y′(y′ − x)− y(y − x) = 0 =⇒ (y′ − y)(y′ + y − x) = 0

原方程分解为两个一阶线性微分方程：情形一：y′ − y = 0，积分得 y = Cex。情形二：y′ + y = x，两边同乘积

分因子 ex 得 (yex)′ = xex。积分得 yex = xex − ex + C，即 y = x− 1 + Ce−x。综上，原方程的通解为：

(y − Cex)(y − x+ 1− Ce−x) = 0

(4) 引入参数 p = y′，原方程化为 p4 + y2 = y4 =⇒
(
p
y

)4
+
(

1
y

)2
= 1。令 1

y = cos t，则 y = sec t。代入上
式得： (

p

y

)4

= 1− cos2 t = sin2 t =⇒ p

y
= ±

√
sin t =⇒ p = ±

√
sin t

cos t (sin t ⩾ 0)

对 y 求微分得 dy = sin t
cos2 tdt。代入 dx = dy

p ：

dx =
sin t

cos2 tdt
±

√
sin t

cos t

= ±
√

sin t
cos t dt

令 u =
√

sin t，则 u2 = sin t 且 2udu = cos tdt。代入得：

dx = ± u

cos t ·
2u

cos tdu = ± 2u2

1− u4
du = ±

(
1

1− u2
− 1

1 + u2

)
du

积分得：

x = ±
(
1

2
ln 1 + u

1− u
− arctanu

)
+ C

若 p = 0，由方程解得 y = 0 或 y = ±1，经检验均为特解。综上，方程的解为特解 y = 0, y = ±1 以及参数解：x = ±
(

1
2 ln 1+

√
sin t

1−
√

sin t − arctan
√

sin t
)
+ C

y = ± sec t
(sin t ⩾ 0)

(5) 引入参数 p = y′，原方程化为 y = −xp+ 4
√
p。两端对 x 求导：

p = −p− x
dp
dx +

2
√
p

dp
dx =⇒ 2p =

(
2
√
p
− x

)
dp
dx

假设 p 6= 0，将其视为以 p 为自变量的线性方程：

dx
dp +

1

2p
x = p−

3
2
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乘积分因子 µ(p) =
√
p：

√
p

dx
dp +

1

2
√
p
x = p−1 =⇒ d

dp (x
√
p) =

1

p

积分得 x
√
p = ln p + C =⇒ x = ln p+C√

p (p > 0)。将 x 代回原方程表达式得 y =
√
p(4 − C − ln p)。若 p = 0，

代入原方程得 y = 0，经检验为特解。综上，方程的解为特解 y = 0 以及参数解：x = ln p+C√
p

y =
√
p(4− C − ln p)

(p > 0)

2. 利用参数法求解下列微分方程：

(1) 2xy′ − y = y′ ln(yy′);

(2) y′4 = 2yy′ + y2;

(3) y′2 − 2xy′ = x2 − 4y;

(4) y2 + y′3 = 4xyy′.

Proof. (1) 将原方程两边同乘 y，整理得：

2xyy′ − y2 = yy′ ln(yy′)

引入变量代换 u = y2，则 u′ = 2yy′。代入上式，方程化为：

xu′ − u =
1

2
u′ ln

(
1

2
u′
)

=⇒ u = xu′ − 1

2
u′ ln

(
1

2
u′
)

这是一个克莱罗 (Clairaut) 方程。引入参数 P = u′，则 u = xP − 1
2P ln( 12P )。等式两边对 x 求导：

P = P + x
dP
dx − 1

2

[
ln
(
1

2
P

)
+ 1

]
dP
dx =⇒

[
x− 1

2
ln
(
1

2
P

)
− 1

2

]
dP
dx = 0

情形一：dP
dx = 0 =⇒ P = C。代回克莱罗方程并还原 u = y2，得通解：

y2 = Cx− 1

2
C ln

(
1

2
C

)
情形二：x− 1

2 ln( 12P )−
1
2 = 0 =⇒ ln( 12P ) = 2x− 1 =⇒ P = 2e2x−1。代回原参数方程得奇解：

y2 = x(2e2x−1)− 1

2
(2e2x−1)(2x− 1) = e2x−1

(2) 引入参数 p = y′，原方程化为 p4 = 2py + y2。令 y = pv，代入得 p4 = 2p2v + p2v2。假设 p 6= 0，化简

得 p2 = v2 + 2v。对 y = pv 求微分：dy = pdv + vdp。代入 dy = pdx 中，得：

dx =
dy
p

= dv + v
dp
p

对 p2 = v2 + 2v 两边取对数并求微分，得 2dp
p = 2v+2

v2+2vdv =⇒ dp
p = v+1

v(v+2)dv。代入 dx 的表达式中：

dx = dv + v
v + 1

v(v + 2)
dv =

(
1 +

v + 1

v + 2

)
dv =

(
2− 1

v + 2

)
dv

两边积分得 x = 2v − ln |v + 2|+ C。结合 y = pv = ±v
√
v2 + 2v，得到方程的参数形式通解：x = 2v − ln |v + 2|+ C

y = ±v
√
v2 + 2v

(v2 + 2v ⩾ 0)
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此外，若 p = 0，代入原方程得 y = 0，经检验满足方程，为奇解。

(3) 引入参数 p = y′，原方程改写为 4y = −p2 + 2xp+ x2。等式两端对 x 求导：

4p = −2p
dp
dx + 2p+ 2x

dp
dx + 2x =⇒ 2p− 2x = 2(x− p)

dp
dx =⇒ (p− x)

(
1 +

dp
dx

)
= 0

情形一：1 + dp
dx = 0 =⇒ p = −x+ C。代回 4y 的表达式中：

4y = −(−x+ C)2 + 2x(−x+ C) + x2 = −2x2 + 4Cx− C2

化简得通解 y = − 1
2x

2 + Cx− 1
4C

2。

情形二：p− x = 0 =⇒ p = x。代回 4y 的表达式中：

4y = −x2 + 2x2 + x2 = 2x2 =⇒ y =
1

2
x2

经检验，此为该微分方程的奇解。

(4) 引入参数 p = y′，原方程化为 y2 + p3 = 4xyp，解出 x 得：

4x =
y

p
+
p2

y

为简化微分结构，引入新的参数 u = p2

y ，则 y = p2

u，且
y
p = p

u。于是 x 可表示为 4x = p
u + u。对 y 与 x 分别

求微分：

dy =
2p

u
dp− p2

u2
du, dx =

1

4

(
1

u
dp− p

u2
du+ du

)
由 dy = pdx 可得：

2p

u
dp− p2

u2
du =

p

4u
dp− p2

4u2
du+

p

4
du

假设 p 6= 0，两端同除以 p 并合并同类项：

7

4u
dp =

(
3p

4u2
+

1

4

)
du =⇒ 7

dp
du =

3p

u
+ u =⇒ dp

du − 3

7u
p =

1

7
u

这是一个关于 p(u) 的一阶线性微分方程，其积分因子为 µ(u) = e
∫
− 3

7u du = u−
3
7。方程两边同乘 u−

3
7，化为

(pu−
3
7 )′ = 1

7u
4
7。积分得：

pu−
3
7 =

1

11
u

11
7 + C =⇒ p =

1

11
u2 + Cu

3
7

将 p(u) 代回 x 和 y 的表达式，得到方程的参数形式通解：x = 1
4

(
p
u + u

)
= 3

11u+ 1
4Cu

− 4
7

y = p2

u = u
(

1
11u+ Cu−

4
7

)2
此外，若 p = 0，代入原方程得 y = 0，经检验满足原方程，为奇解。

3. 求一曲线, 使其在任一点处的切线与两条坐标轴所构成三角形的面积为 2a2.

Proof. 设所求曲线上任意一点的坐标为 (x, y)，该点处的导数为 y′（假定 y′ 6= 0）。在该点处的切线方程为：

Y − y = y′(X − x)

令 Y = 0，求得切线在 x 轴上的截距为 X = x− y
y′。令 X = 0，求得切线在 y 轴上的截距为 Y = y − xy′。

根据题意，切线与两坐标轴围成的三角形面积为 2a2，即：

1

2
|X · Y | = 2a2

代入截距表达式：
1

2

∣∣∣∣(x− y

y′

)
(y − xy′)

∣∣∣∣ = 2a2 =⇒ (xy′ − y)2

2|y′|
= 2a2
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化简并提取 y，得到：

(y − xy′)2 = 4a2|y′| =⇒ y = xy′ ± 2a
√
|y′|

引入参数 p = y′，原方程化为克莱罗（Clairaut）方程：

y = xp± 2a
√
|p|

对方程两边关于 x 求导，分 p > 0 与 p < 0 两种情形讨论：

情形一：当 p > 0 时方程为 y = xp± 2a
√
p。两边对 x 求导得：

p = p+ x
dp
dx ± a

√
p

dp
dx =⇒

(
x± a

√
p

)
dp
dx = 0

若 dp
dx = 0，则 p = C1 > 0，代回得通解 y = C1x±2a

√
C1（表示切线族）。若

dp
dx 6= 0，则 x± a√

p = 0 =⇒ √
p = ∓ a

x。

由于
√
p > 0，必有 p = a2

x2。将参数 p 代回原克莱罗方程求奇解：

y = x

(
a2

x2

)
± 2a

(
∓a
x

)
=
a2

x
− 2a2

x
= −a

2

x
=⇒ xy = −a2

情形二：当 p < 0 时方程为 y = xp± 2a
√
−p。两边对 x 求导得：

p = p+ x
dp
dx ± 2a

(
−1

2
√
−p

)
dp
dx =⇒

(
x∓ a√

−p

)
dp
dx = 0

若 dp
dx = 0，则 p = C2 < 0，代回得通解 y = C2x± 2a

√
−C2（表示切线族）。若

dp
dx 6= 0，则 x∓ a√

−p = 0 =⇒
√
−p = ± a

x。由于
√
−p > 0，必有 −p = a2

x2 =⇒ p = − a2

x2。将参数 p 代回原克莱罗方程求奇解：

y = x

(
−a

2

x2

)
± 2a

(
±a
x

)
= −a

2

x
+

2a2

x
=
a2

x
=⇒ xy = a2

综上所述，克莱罗方程的通解为 y = Cx± 2a
√

|C|，它表示满足条件的全部直线；而作为其包络线的奇解，
即题目所求的“曲线”，其方程为：

xy = a2 或 xy = −a2

（即等轴双曲线 xy = ±a2）。

2.6 应用举例

1. 求曲线族 x2 + y2 = cx 的正交轨线族，其中 c 为任意常数.

Proof. 对原曲线族方程 x2 + y2 = cx 两边关于 x 求导：

2x+ 2yy′ = c

将 c = x2+y2

x 代回上式以消去任意常数 c：

2x+ 2yy′ =
x2 + y2

x
=⇒ 2x2 + 2xyy′ = x2 + y2 =⇒ y′ =

y2 − x2

2xy

求正交轨线，需将上式中的 y′ 替换为 − 1
y′：

− 1

y′
=
y2 − x2

2xy
=⇒ y′ =

2xy

x2 − y2

分离微分项并整理该方程：

(x2 − y2)dy = 2xydx =⇒ 2xydx− x2dy + y2dy = 0
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假设 y 6= 0，两端同除以 y2 进行凑微分：

2xydx− x2dy
y2

+ dy = 0 =⇒ d
(
x2

y

)
+ dy = 0

两边直接积分得到正交轨线族的通解：

x2

y
+ y = C =⇒ x2 + y2 = Cy

2. 求一曲线，使其任一点处的切线与横轴的交点到切点的距离等于该交点到原点的距离.

Proof. 设所求曲线上任意一点为 (x, y)，该点处的切线方程为：

Y − y = y′(X − x)

令 Y = 0，得切线与横轴的交点坐标为
(
x− y

y′ , 0
)
。根据题意，交点到切点 (x, y) 的距离等于该交点到原点

(0, 0) 的距离： (
x−

(
x− y

y′

))2

+ y2 =

(
x− y

y′

)2

+ 02(
y

y′

)2

+ y2 = x2 − 2xy

y′
+

(
y

y′

)2

化简得到微分方程：

y2 = x2 − 2xy

y′
=⇒ x2 − y2 =

2xy

y′
=⇒ y′ =

2xy

x2 − y2

此微分方程与上一题求得的正交轨线微分方程完全一致。同理求解可得该曲线的方程为：

x2 + y2 = Cy

3. 设 y = ϕ(x) 满足

y′ + a(x)y ⩽ 0, x ⩾ 0.

证明：

ϕ(x) ⩽ ϕ(0)e−
∫ x
0
a(s)ds, x ⩾ 0.

Proof. 已知 y′ + a(x)y ⩽ 0。不等式两端同乘积分因子 e
∫ x
0
a(s)ds（因指数函数恒为正，不等号方向不变）：

y′e
∫ x
0
a(s)ds + a(x)ye

∫ x
0
a(s)ds ⩽ 0

将左端合并为乘积的导数形式：
d

dx

(
ye

∫ x
0
a(s)ds

)
⩽ 0

将 y 替换为 ϕ(x)，对上式在 [0, x] 上进行定积分：∫ x

0

d
dt

(
ϕ(t)e

∫ t
0
a(s)ds

)
dt ⩽ 0

ϕ(x)e
∫ x
0
a(s)ds − ϕ(0)e0 ⩽ 0

移项可得：

ϕ(x)e
∫ x
0
a(s)ds ⩽ ϕ(0)

即

ϕ(x) ⩽ ϕ(0)e−
∫ x
0
a(s)ds

结论得证。
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4. 求解方程
y =

∫ x

0

y(t)dt+ x+ 1.

Proof. 令 x = 0 代入原方程，求得初始条件：

y(0) =

∫ 0

0

y(t)dt+ 0 + 1 = 1

对原方程两边同时关于 x 求导（应用变上限积分求导定理）：

y′ = y + 1 =⇒ y′ − y = 1

该方程为一阶线性常微分方程。方程两端同乘积分因子 e−x：

(ye−x)′ = e−x

两边关于 x 进行积分：

ye−x = −e−x + C =⇒ y = Cex − 1

代入初始条件 y(0) = 1 确定常数 C：

1 = Ce0 − 1 =⇒ C = 2

故该方程的解为：

y = 2ex − 1

5. 证明: 单摆方程 y′′ + sin y = 0 有当 x→ +∞ 时趋向于 π 的解.

Proof. 令 p = y′，则 y′′ = pdp
dy。原微分方程化为：

p
dp
dy + sin y = 0

分离变量并积分： ∫
pdp = −

∫
sin ydy =⇒ 1

2
p2 = cos y + C

要使 x → +∞ 时解 y → π，必然要求当 y → π 时，导数 y′ → 0。将 y = π, p = 0 代入上述首次积分式中以确

定常数 C：

0 = cosπ + C =⇒ C = 1

代回得到：

p2 = 2(cos y + 1) = 4 cos2 y
2

考察解从下方无限趋近于 π 的过程（即 y < π 且 y 递增），取正根 p = y′ = 2 cos y2。分离变量求解此一阶方程：

dy
cos y2

= 2dx

两边积分：

2 ln
∣∣∣sec y

2
+ tan y

2

∣∣∣ = 2x+ C1 =⇒ ln
1 + sin y

2

cos y2
= x+ C2

解出指数形式：
1 + sin y

2

cos y2
= Kex (K > 0)

当 x→ +∞ 时，等式右端 Kex → +∞。由于当 y → π 时，分子 1+ sin y
2 → 2 是一有界常数，要使等式左端趋

于正无穷，必须且只需分母趋于 0+，即 cos y2 → 0+，这等价于 y → π。故存在满足条件的解族，命题得证。
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6. 设函数 f(x) 在区间 (0,+∞) 上可导，且∫ xy

1

f(t)dt = x

∫ y

1

f(t)dt+ y

∫ x

1

f(t)dt, x, y > 0.

如果 f(1) = 3，求 f(x).

Proof. 将 y 视作常数，对已知等式两端关于 x 求导：

yf(xy) =

∫ y

1

f(t)dt+ yf(x)

令 x = 1，代入上式得：

yf(y) =

∫ y

1

f(t)dt+ yf(1)

已知 f(1) = 3，代入化简：

yf(y) =

∫ y

1

f(t)dt+ 3y

对上式两端再关于 y 求导：

f(y) + yf ′(y) = f(y) + 3 =⇒ yf ′(y) = 3

由于 y > 0，可得：

f ′(y) =
3

y

两边积分得到通解形式：

f(y) = 3 ln y + C

利用初始条件 f(1) = 3 确定常数 C：

3 ln 1 + C = 3 =⇒ C = 3

故所求函数为：

f(x) = 3 lnx+ 3

7. 设当 x > −1 时，可微函数 f(x) 满足

f ′(x) + f(x)− 1

x+ 1

∫ x

0

f(t)dt = 0,

且 f(0) = 1. 证明: 当 x ⩾ 0 时, e−x ⩽ f(x) ⩽ 1.

Proof. 将原等式两端同乘 (x+ 1) 整理得：

(x+ 1)f ′(x) + (x+ 1)f(x)−
∫ x

0

f(t)dt = 0

两端关于 x 求导：

f ′(x) + (x+ 1)f ′′(x) + f(x) + (x+ 1)f ′(x)− f(x) = 0

化简后得到关于 f ′(x) 的一阶线性微分方程：

(x+ 1)f ′′(x) + (x+ 2)f ′(x) = 0

由于 x > −1 即 x+ 1 6= 0，分离变量求解：

f ′′(x)

f ′(x)
= −x+ 2

x+ 1
= −1− 1

x+ 1
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积分得 ln |f ′(x)| = −x− ln(x+ 1) + C1，即：

f ′(x) = C
e−x

x+ 1

回到原方程，令 x = 0，有 f ′(0) + f(0)− 0 = 0 =⇒ f ′(0) = −f(0) = −1。代入 f ′(0) = −1 解得常数 C = −1。

故：

f ′(x) = − e−x

x+ 1

当 x ⩾ 0 时，f ′(x) < 0 恒成立，说明 f(x) 在 [0,+∞) 上单调递减。因此 f(x) ⩽ f(0) = 1，右侧不等式得证。

再根据微积分基本定理，有：

f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t)dt = 1−
∫ x

0

e−t

t+ 1
dt

由于当 t ⩾ 0 时 t+ 1 ⩾ 1，必有 e−t

t+1 ⩽ e−t。对该不等式在 [0, x] 上积分：∫ x

0

e−t

t+ 1
dt ⩽

∫ x

0

e−tdt = 1− e−x

将其放缩结果代回 f(x) 的表达式：

f(x) ⩾ 1− (1− e−x) = e−x

左侧不等式得证。综上，当 x ⩾ 0 时，e−x ⩽ f(x) ⩽ 1。

8. (追线) 在 (x, y)-平面上，设点 B 的初始位置为 (x1, y1)，它以常速度 b 沿直线 y = kx+ l 做运动; 点 A

从 (x0, y0) 处出发追赶点 B，它的速度为常值 a (a > b). 求点 A 追上点 B 的时间以及点 A 的轨迹.

Proof. 第一部分：求追上点 B 的时间
设时刻 t 时点 A,B 的距离为 r(t)。B 的速度向量 v⃗B 大小恒为 b；A 的速度向量 v⃗A 始终指向 B，大小恒

为 a，即 v⃗A = ae⃗r（e⃗r 为由 A 指向 B 的单位向量）。A⃗B 的变化率为 dA⃗B
dt = v⃗B − v⃗A。距离 r(t) 的变化率为

A⃗B 在 e⃗r 方向的投影：
dr
dt = (v⃗B − v⃗A) · e⃗r = b cos θ − a

其中 θ 为 v⃗B 与 A⃗B 的夹角。记连线 A⃗B 在直线 y = kx+ l (即 v⃗B 方向) 上的投影长度为 L(t) = r cos θ。其变
化率为：

dL
dt = (v⃗B − v⃗A) ·

v⃗B
b

= b− a cos θ

联立上述两式消去 cos θ：
a

dr
dt + b

dL
dt = a(b cos θ − a) + b(b− a cos θ) = b2 − a2

设经过时间 T 追上，此时 r(T ) = 0, L(T ) = 0。对等式两端在 [0, T ] 积分：

a(0− r0) + b(0− L0) = (b2 − a2)T

解得追上的时间为：

T =
ar0 + bL0

a2 − b2

（其中初始距离 r0 =
√
(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2，初始投影 L0 = ⃗A0B0 · v⃗Bb ）。

第二部分：求点 A 的轨迹
为简化常微分方程结构，建立局部平移旋转坐标系 (x̃, ỹ)：原点设在 B0(x1, y1)，ỹ 轴正向沿 B 的运动方向。

在该坐标系中，B 的位置恒为 (0, bt)。设 A 位于 (x̃, ỹ)，由追踪条件，A 处的切线必过 B 点：

ỹ − x̃
dỹ
dx̃ = bt

两端对 x̃ 求导：

−x̃d2ỹ

dx̃2 = b
dt
dx̃
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因 A 的速率为 a，且逐渐靠近 ỹ 轴（不妨设位于右侧），有 ds = −
√
1 + (ỹ′)2dx̃ = adt。代入得微分方程：

x̃ỹ′′ =
b

a

√
1 + (ỹ′)2

令 p = ỹ′，分离变量并积分：∫ dp√
1 + p2

=
b

a

∫ dx̃
x̃

=⇒ ln(p+
√
1 + p2) =

b

a
ln x̃+ C1 =⇒ p+

√
1 + p2 = C2x̃

b/a

反解出 p：

p =
dỹ
dx̃ =

1

2

(
C2x̃

b/a − C−1
2 x̃−b/a

)
两端积分，得到参数化的追踪曲线方程（因 a > b，幂次积分无对数项）：

ỹ =
C2

2(1 + b/a)
x̃1+b/a − C−1

2

2(1− b/a)
x̃1−b/a + C3

其中积分常数 C2, C3 由 A 的初始相对坐标唯一确定。通过将 (x̃, ỹ) 逆代换回原平面 (x, y) 即可得到一般的轨

迹方程。
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3 解的存在性与唯一性

3.1 准备知识

1. 设 ϕ(t), ψ(t), χ(t) 是区间 [a, b] 上的连续函数, χ(t) > 0. 证明: 如果

ϕ(t) ⩽ ψ(t) +

∫ t

a

χ(s)ϕ(s)ds,

则

ϕ(t) ⩽ ψ(t) +

∫ t

a

χ(s)ψ(s)e
∫ t
s
χ(τ)dτds.

Proof. 此题证明过程可完全 1：1 复刻教材中的 Gronwall’s Inequality 证明过程：
令 R(t) =

∫ t
a
χ(s)ϕ(s)ds。由于被积函数连续，R(t) 在 [a, b] 上可导，且其导数为：

R′(t) = χ(t)ϕ(t)

并且有初始条件：

R(a) =

∫ a

a

χ(s)ϕ(s)ds = 0

根据题设条件，有：

ϕ(t) ⩽ ψ(t) +R(t)

χ(t)ϕ(t) ⩽ χ(t)ψ(t) + χ(t)R(t)

R′(t)− χ(t)R(t) ⩽ χ(t)ψ(t)

我们在两端同乘积分因子 µ(t) = e−
∫ t
a
χ(τ)dτ：

R′(t)e−
∫ t
a
χ(τ)dτ − χ(t)R(t)e−

∫ t
a
χ(τ)dτ ⩽ χ(t)ψ(t)e−

∫ t
a
χ(τ)dτ

d
dt

(
R(t)e−

∫ t
a
χ(τ)dτ

)
⩽ χ(t)ψ(t)e−

∫ t
a
χ(τ)dτ

对上述不等式在区间 [a, t] 上进行定积分：∫ t

a

d
ds

(
R(s)e−

∫ s
a
χ(τ)dτ

)
ds ⩽

∫ t

a

χ(s)ψ(s)e−
∫ s
a
χ(τ)dτds

应用牛顿-莱布尼茨公式，左端化为：

R(t)e−
∫ t
a
χ(τ)dτ −R(a)e−

∫ a
a
χ(τ)dτ ⩽

∫ t

a

χ(s)ψ(s)e−
∫ s
a
χ(τ)dτds

由于 R(a) = 0，上式可直接简化为：

R(t)e−
∫ t
a
χ(τ)dτ ⩽

∫ t

a

χ(s)ψ(s)e−
∫ s
a
χ(τ)dτds

R(t) ⩽ e
∫ t
a
χ(τ)dτ

∫ t

a

χ(s)ψ(s)e−
∫ s
a
χ(τ)dτds

由于 e
∫ t
a
χ(τ)dτ 相对于积分变量 s 是一个常数，可以将其移入积分号内：

R(t) ⩽
∫ t

a

χ(s)ψ(s)e
∫ t
a
χ(τ)dτ−

∫ s
a
χ(τ)dτds

R(t) ⩽
∫ t

a

χ(s)ψ(s)e
∫ t
s
χ(τ)dτds

最后，将求得的 R(t) 的上界代回题设最开始的不等式 ϕ(t) ⩽ ψ(t) +R(t) 中：

ϕ(t) ⩽ ψ(t) +

∫ t

a

χ(s)ψ(s)e
∫ t
s
χ(τ)dτds

命题得证。
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2. 设函数 f 定义在 (t, x)-平面中的区域 D 上，称其是 Lip 类的，如果存在可积函数 k(t)，使得对于一切

的 (t, x), (t, x̄) ∈ D，有

|f(t, x)− f(t, x̄)| ⩽ k(t)|x− x̄|.

现在假设 f 是 Lip 类的，ϕ1(t), ϕ2(t) 是区间 I = [a, b] 上的连续函数，f(t, ϕj(t)) (j = 1, 2) 在 I 上可积，

ϕj(t) = ϕj(τ) +

∫ t

τ

f(s, ϕj(s))ds+ Ej(t), j = 1, 2,

并且 |ϕ1(τ) − ϕ2(τ)| ⩽ δ，其中 τ ∈ I，常数 δ > 0，Ej(t) (j = 1, 2) 是定义在 I 上的连续函数。令

E(t) = |E1(t)|+ |E2(t)|。证明：对于 τ ⩽ t ⩽ b，有

|ϕ1(t)− ϕ2(t)| ⩽ δe
∫ t
τ
k(s)ds + E(t) +

∫ t

τ

E(s)k(s)e
∫ t
s
k(u)duds.

对于 a ⩽ t ⩽ τ，也有类似的结论。

Proof. 由题意知，对于 j = 1, 2，有积分方程：

ϕj(t) = ϕj(τ) +

∫ t

τ

f(s, ϕj(s))ds+ Ej(t)

两式相减可得：

ϕ1(t)− ϕ2(t) = ϕ1(τ)− ϕ2(τ) +

∫ t

τ

[f(s, ϕ1(s))− f(s, ϕ2(s))]ds+ E1(t)− E2(t)

由于 τ ⩽ t ⩽ b，此时积分上限大于下限，对上式两端取绝对值，并利用绝对值不等式，得：

|ϕ1(t)− ϕ2(t)| ⩽ |ϕ1(τ)− ϕ2(τ)|+
∫ t

τ

|f(s, ϕ1(s))− f(s, ϕ2(s))|ds+ |E1(t)|+ |E2(t)|

根据已知条件 |ϕ1(τ) − ϕ2(τ)| ⩽ δ，E(t) = |E1(t)| + |E2(t)|，以及函数 f 满足的 Lip 条件 |f(s, ϕ1(s)) −
f(s, ϕ2(s))| ⩽ k(s)|ϕ1(s)− ϕ2(s)|，代入上述不等式中。令 u(t) = |ϕ1(t)− ϕ2(t)|，可得：

u(t) ⩽ δ + E(t) +

∫ t

τ

k(s)u(s)ds

由上一题结论：

u(t) ⩽ δ + E(t) +

∫ t

τ

k(s)[δ + E(s)]e
∫ t
s
k(u)duds = δ + E(t) + δe

∫ t
τ
k(u)du − δ +

∫ t

τ

E(s)k(s)e
∫ t
s
k(u)duds

化简消去 δ，即得到：

|ϕ1(t)− ϕ2(t)| ⩽ δe
∫ t
τ
k(s)ds + E(t) +

∫ t

τ

E(s)k(s)e
∫ t
s
k(u)duds

对于 a ⩽ t ⩽ τ 的情况，处理方式类似。原命题得证。

3. 证明：若一个函数序列在有界区间 I 上一致有界且等度连续，则在 I 上它至少有一个一致收敛的子序

列。该结论在无限区间上成立吗？

Proof.（1）证明在有界区间 I 上存在一致收敛的子序列（Arzelà-Ascoli 定理）：
设 {fn}为有界区间 I 上的函数序列。由于 I 有界，必定存在一个可数稠密子集D = {x1, x2, . . . , xk, . . . } ⊂ I

（例如取出所有的有理数）。

由于 {fn} 在 I 上一致有界，对于点 x1，实数数列 {fn(x1)} 是有界的。由 Bolzano-Weierstrass 定理，必定
存在收敛的子序列，记作 {f1,n}。同理，对于点 x2，数列 {f1,n(x2)} 有界，可从中提取收敛子序列 {f2,n}。以
此类推，对于 xk，可从 {fk−1,n} 中提取在 xk 处收敛的子序列 {fk,n}。
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采用对角线法则，构造对角线序列 gn(x) = fn,n(x)。该序列是原序列的子序列，且对于任意 xk ∈ D，当

n ⩾ k 时，gn 属于 {fk,n}。因此 {gn} 在稠密集 D 的每个点上均收敛。

下面证明 {gn} 在 I 上一致收敛。任给 ε > 0。由于 {fn} 在 I 上等度连续，其子序列 {gn} 同样等度连续。
即存在 δ > 0，使得对任意 x, y ∈ I 且 |x− y| < δ，对所有 n 均有：

|gn(x)− gn(y)| <
ε

3

因为 I 有界，其闭包 I 是紧集，故存在 D 中的有限个点 y1, y2, . . . , ym，使得由 (yi − δ, yi + δ) 构成的邻

域能完全覆盖 I。由于 {gn} 在每个 yi 处收敛，且 yi 个数有限，故存在正整数 N，当 p, q > N 时，对所有的

i = 1, 2, . . . ,m 有：

|gp(yi)− gq(yi)| <
ε

3

对任意 x ∈ I，必定存在某个 yi 使得 |x− yi| < δ。于是当 p, q > N 时：

|gp(x)− gq(x)| ⩽ |gp(x)− gp(yi)|+ |gp(yi)− gq(yi)|+ |gq(yi)− gq(x)| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

由柯西一致收敛准则可知，子序列 {gn} 在 I 上一致收敛。

（2）该结论在无限区间上不成立。
反例：考虑定义在无限区间 [0,+∞) 上的连续函数序列 fn(x) = max{0, 1 − |x − n|}，其中 n = 1, 2, . . .。

一致有界性：对所有 n 和 x ∈ [0,+∞)，显然有 0 ⩽ fn(x) ⩽ 1。等度连续性：对所有 n，由绝对值不等式易得

|fn(x)− fn(y)| ⩽ |x− y|，故序列等度连续。
然而，对任意固定的 x ∈ [0,+∞)，当 n > x+1 时，恒有 fn(x) = 0。因此点态极限为 f(x) ≡ 0。若该序列

存在一致收敛的子序列 {fnk
}，则它必定一致收敛于点态极限 0 函数。但 supx∈[0,+∞) |fnk

(x)− 0| = 1 6= 0。这

与一致收敛于零矛盾，因此在无限区间上该序列不存在任何一致收敛的子序列。

3.2 Picard 定理

1. 求出下面微分方程的 Picard 序列中的 y0, y1, y2:

y′ = x− y2.

Proof. 设初始条件为 y(x0) = y0。根据 Picard 迭代序列公式 yn(x) = y0 +
∫ x
x0
f(t, yn−1(t))dt，已知 f(x, y) =

x− y2。

零次近似：

y0(x) = y0

第一次近似：

y1(x) = y0 +

∫ x

x0

(t− y20(t))dt

= y0 +

∫ x

x0

(t− y20)dt

= y0 +
1

2
(x2 − x20)− y20(x− x0)

第二次近似：

y2(x) = y0 +

∫ x

x0

(t− y21(t))dt

= y0 +

∫ x

x0

[
t−

(
y0 +

1

2
(t2 − x20)− y20(t− x0)

)2
]

dt
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2. 求初值问题
dy
dx = x+ y + 1, y(0) = 0

的 Picard 序列，并由此取极限求解.

Proof. 由题意知，初值条件为 x0 = 0, y0 = 0，且函数 f(x, y) = x+ y + 1。Picard 迭代序列的构造公式为：

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yn−1(t))dt =
∫ x

0

(t+ yn−1(t) + 1)dt

逐步计算 Picard 序列的前几项以寻找规律：零次近似：

y0(x) = 0

第一次近似：

y1(x) =

∫ x

0

(t+ 0 + 1)dt = 1

2
x2 + x =

x2

2!
+ x

第二次近似：

y2(x) =

∫ x

0

(
t+

(
1

2
t2 + t

)
+ 1

)
dt =

∫ x

0

(
1

2
t2 + 2t+ 1

)
dt = 1

6
x3 + x2 + x =

x3

3!
+ 2

x2

2!
+ x

第三次近似：

y3(x) =

∫ x

0

(
t+

(
1

6
t3 + t2 + t

)
+ 1

)
dt =

∫ x

0

(
1

6
t3 + t2 + 2t+ 1

)
dt = x4

4!
+ 2

x3

3!
+ 2

x2

2!
+ x

观察规律，通过数学归纳法易证第 n 次近似的表达式为：

yn(x) = x+ 2

n∑
k=2

xk

k!
+

xn+1

(n+ 1)!

接下来对 Picard 序列取极限。利用指数函数的麦克劳林展开式 ex = 1 + x +
∑∞
k=2

xk

k!，可得
∑∞
k=2

xk

k! =

ex − x− 1。同时，对于任意固定的 x，当 n→ ∞ 时， xn+1

(n+1)! → 0。

对 yn(x) 两端取极限：

y(x) = lim
n→∞

yn(x)

= x+ 2

(
lim
n→∞

n∑
k=2

xk

k!

)
+ lim
n→∞

xn+1

(n+ 1)!

= x+ 2(ex − x− 1) + 0

= 2ex − x− 2

故该初值问题的解为：

y(x) = 2ex − x− 2
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3. 在定理 3.1 中，将函数 f(x, y) 的条件用下面的条件替代：

|f(x, y)| ⩽ k(x)(1 + |y|),

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ k(x)|y1 − y2|,

其中 k(x) 是可积函数。假设 f(x, y) 是连续函数。证明：存在区间 x0 ⩽ x ⩽ x0 + α，使得 Picard 序列一
致收敛到 Cauchy 问题

dy
dx = f(x, y), (3.1)

y(x0) = y0 (3.2)

的解。

定理 3.1被变成的版本如下：假设函数 f(x, y)是连续函数，且存在可积函数 k(x)使得 |f(x, y)| ⩽ k(x)(1+

|y|) 以及 |f(x, y1) − f(x, y2)| ⩽ k(x)|y1 − y2| 成立。则存在区间 x0 ⩽ x ⩽ x0 + α，使得初值问题 (3.1),
(3.2) 的 Picard 序列在该区间上一致收敛到该 Cauchy 问题的解。

Proof. 根据已知，构造 Picard 序列：

y0(x) = y0, yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yn−1(t))dt, n = 1, 2, . . .

我们估计连续两项之差 |yn(x)− yn−1(x)|。令 K(x) =
∫ x
x0
k(t)dt，由微积分基本定理知 K ′(x) = k(x)。

当 n = 1 时，利用条件 |f(x, y)| ⩽ k(x)(1 + |y|)：

|y1(x)− y0| ⩽
∫ x

x0

|f(t, y0)|dt ⩽
∫ x

x0

k(t)(1 + |y0|)dt = (1 + |y0|)K(x)

当 n = 2 时，利用条件 |f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ k(x)|y1 − y2|：

|y2(x)− y1(x)| ⩽
∫ x

x0

|f(t, y1(t))− f(t, y0(t))|dt

⩽
∫ x

x0

k(t)|y1(t)− y0(t)|dt

⩽
∫ x

x0

k(t)(1 + |y0|)K(t)dt

= (1 + |y0|)
∫ x

x0

K(t)K ′(t)dt = (1 + |y0|)
K(x)2

2!

假设对于 n− 1 有 |yn−1(x)− yn−2(x)| ⩽ (1 + |y0|)K(x)n−1

(n−1)! ，则对于 n：

|yn(x)− yn−1(x)| ⩽
∫ x

x0

|f(t, yn−1(t))− f(t, yn−2(t))|dt

⩽
∫ x

x0

k(t)|yn−1(t)− yn−2(t)|dt

⩽
∫ x

x0

k(t)(1 + |y0|)
K(t)n−1

(n− 1)!
dt

= (1 + |y0|)
∫ x

x0

K(t)n−1

(n− 1)!
K ′(t)dt = (1 + |y0|)

K(x)n

n!

由数学归纳法可知，对所有 n ⩾ 1，该估计式均成立。

任取 α > 0，使得 k(x) 在区间 [x0, x0 + α] 上可积。由于绝对值非负，k(x) ⩾ 0，故 K(x) 在该区间上单调

递增。记 M = K(x0 + α) =
∫ x0+α

x0
k(t)dt，则对任意 x ∈ [x0, x0 + α]，有 K(x) ⩽M。从而：

|yn(x)− yn−1(x)| ⩽ (1 + |y0|)
Mn

n!
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注意到正项级数
∑∞
n=1(1 + |y0|)M

n

n! = (1 + |y0|)(eM − 1) 是收敛的。根据 Weierstrass 一致收敛判别法（M
判别法），函数项级数

y0 +

∞∑
n=1

[yn(x)− yn−1(x)]

在区间 [x0, x0 + α] 上绝对且一致收敛。由于该级数的前 n 项部分和正是 yn(x)，因此 Picard 序列 {yn(x)} 在
[x0, x0 + α] 上一致收敛于某个连续函数，记为 y(x)。

最后，证明极限函数 y(x) 是 Cauchy 问题的解：由 Lipschitz条件 |f(x, yn(x))−f(x, y(x))| ⩽ k(x)|yn(x)−
y(x)|，且 yn(x) 一致收敛于 y(x)，可知在区间 [x0, x0 +α] 上，f(x, yn(x)) 一致收敛于 f(x, y(x))。对 Picard 迭
代积分方程两边取极限，极限与积分可交换顺序：

lim
n→∞

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

lim
n→∞

f(t, yn−1(t))dt

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t))dt

该积分方程与原 Cauchy 问题等价。两边对 x 求导得 y′(x) = f(x, y(x))，且代入 x = x0 得 y(x0) = y0。故存在

区间 [x0, x0 + α]，使得 Picard 序列一致收敛到该 Cauchy 问题的解。原命题得证。
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4. 利用 Banach 压缩映像原理证明 Picard 定理.

定义 1： X 为一个非空集合，在上面有一个实值双变量函数 d(x, y) : X ×X → R 满足：
(a) d(x, y) ⩾ 0, ∀x, y ∈ X，并且 d(x, y) = 0 当且仅当 x = y。（正定性）

(b) d(x, y) = d(y, x) （对称性）

(c) d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y), ∀x, y, z ∈ X （三角不等式）

这里 d 称为 X 上面的一个距离（度量）。我们称 X 为一个距离空间（度量空间），通常记为 (X, d)。

定义 2： (X, d) 中我们称 xn ∈ X 收敛到 x0，如果 d(xn, x0) → 0。也通常记为 xn → x0。

定义 3： (X, d) 中序列 xn 称为 Cauchy 列，如果 d(xn, xm) → 0, (n,m→ +∞)。

定义 4： (X, d) 称为完备的，如果其中所有的 Cauchy 列都收敛。
常见的距离空间的例子：X = Rn, d(x, y) = |x− y| =

√∑
1⩽i⩽n(xi − yi)2。还可以考虑 X = Rn, d(x, y) =

max1⩽i⩽n |xi − yi|。

下面证明：

4-1. (Banach 不动点定理 / 压缩映射原理) (X, d) 为一个完备的度量空间，T : (X, d) → (X, d) 为一个映

射，并且是压缩的。即存在 α ∈ (0, 1) 使得 d(Tx, Ty) ⩽ αd(x, y)。证明 T 在 X 上存在唯一的不动点。即

证明 Tx = x 有解且唯一。

Proof. 任取 x0 ∈ X，构造序列 xn+1 = T (xn)。由压缩映射条件，有：

d(xn+1, xn) = d(Txn, Txn−1) ⩽ αd(xn, xn−1)

递推可得 d(xn+1, xn) ⩽ αnd(x1, x0)。对于任意 m > n，利用三角不等式：

d(xm, xn) ⩽ d(xm, xm−1) + d(xm−1, xm−2) + · · ·+ d(xn+1, xn)

⩽ (αm−1 + αm−2 + · · ·+ αn)d(x1, x0)

⩽ αn

1− α
d(x1, x0)

因为 α < 1，当 n → ∞ 时， αn

1−α → 0。故 {xn} 为 Cauchy 列。因为 X 是完备的，设该 Cauchy 列收敛于
y0 ∈ X。又因为 T 是压缩映射，必然连续，对 xn+1 = T (xn) 两侧取极限：

lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

T (xn) =⇒ y0 = T (y0)

故存在不动点。证毕。

下证唯一性：若存在两个不动点 x1, x2，即 T (x1) = x1, T (x2) = x2。则 d(x1, x2) = d(T (x1), T (x2)) ⩽
αd(x1, x2)。因为 α < 1，必有 d(x1, x2) = 0，即 x1 = x2。证毕。

4-2. 考虑 X = C[a, b] = {[a, b] 上连续函数的全体}，

d(f, g) := max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|,

验证这是一个度量空间，并且是完备的。给定一个函数 f0 ∈ X，考虑 X 的子集 X0 = {f ∈ X, d(f, f0) ⩽ b}。
验证 (X0, d) 为一个完备的距离空间。【注：X0 相当于以 f0 为心，半径为 b 的闭球。】

Proof. � 验证度量空间（距离的三个性质）：正定性：对 ∀f, g ∈ X，d(f, g) = maxx∈[a,b] |f(x)− g(x)| ⩾ 0 显然

成立。d(f, g) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ [a, b], |f(x)− g(x)| = 0 ⇐⇒ f = g。对称性：因为 |f(x)− g(x)| = |g(x)− f(x)|，
故 d(f, g) = d(g, f)。三角不等式：对 ∀f, g, h ∈ X，有 |f(x)− g(x)| ⩽ |f(x)− h(x)|+ |h(x)− g(x)|，两边取最
大值即得 d(f, g) ⩽ d(f, h) + d(h, g)。



3 解的存在性与唯一性 43

�验证完备性：对X 中的任意 Cauchy列 {fn}，即 ∀ε > 0，∃N，当m,n > N 时，d(fm, fn) = maxx∈[a,b] |fm(x)−
fn(x)| < ε。对于固定的 x0 ∈ [a, b]，数列 {fn(x0)} 是实数域 R 上的 Cauchy 列。由 R 的完备性，存在实数 c

使得 limn→∞ fn(x0) = c。定义函数 f(x) = limn→∞ fn(x)。因为 {fn} Cauchy 列，这意味着 {fn} 在 [a, b] 上一

致收敛于 f（Cauchy 列的定义就是一致收敛的定义）。由连续函数序列一致收敛的极限函数仍连续的性质，极
限函数 f ∈ C[a, b]，即 f ∈ X。且 d(fn, f) = limm→∞ d(fn, fm) = 0，故 Cauchy 列在 X 中收敛。因此 X 是完

备的。

由于 X0 是完备度量空间 X 中的闭集，完备空间中的闭子集依然是完备的。故 X0 是完备的距离空间。

4-3. 用 Banach 不动点定理来证明 Picard-Lindelof 定理。
具体来讲，考虑初值问题 y′ = f(x, y), y(x0) = y0。

D = {(x, y), |x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b}

f 在 D 上连续，M = sup(x,y)∈D |f |，并且 f 关于第二个变量为 Lipschitz 的，

|f(x, y)− f(x, z)| ⩽ L|y − z|, ∀(x, y), (x, z) ∈ D.

考察积分方程

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s))ds

取定一个 h < min(a, bM , 1
L )，X = C[x0 − h, x0 + h]，定义距离 d 如第二题。取 X0 ⊂ X 定义为

X0 = {y(x) ∈ X, d(y(x), y0) ⩽ b}

定义 T

Ty = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s))ds

验证 (a) T 将 X0 映射到自身；(b) T 在 X0 上是压缩映射。

Proof. (a) 若 y ∈ X0，即 d(y, y0) ⩽ b，这意味着对于所有的 s ∈ [x0 − h, x0 + h]，点 (s, y(s)) 均在区域 D 内。

计算 Ty 与 y0 的距离：

d(Ty, y0) = max
x∈[x0−h,x0+h]

|Ty(x)− y0|

= max
x∈[x0−h,x0+h]

∣∣∣∣∫ x

x0

f(s, y(s))ds
∣∣∣∣

⩽ max
x∈[x0−h,x0+h]

∣∣∣∣∫ x

x0

|f(s, y(s))|ds
∣∣∣∣

⩽ max
x∈[x0−h,x0+h]

M |x− x0|

⩽Mh

由于取定的 h < b
M，故 Mh ⩽ b。因此 d(Ty, y0) ⩽ b，即 T 将 X0 映射为自身。

(b) 验证压缩映射：对于任意 y1, y2 ∈ X0，

d(Ty1, T y2) = max
x∈[x0−h,x0+h]

|Ty1(x)− Ty2(x)|

= max
x∈[x0−h,x0+h]

∣∣∣∣∫ x

x0

(f(s, y1(s))− f(s, y2(s)))ds
∣∣∣∣

⩽ max
x∈[x0−h,x0+h]

∣∣∣∣∫ x

x0

|f(s, y1(s))− f(s, y2(s))|ds
∣∣∣∣

⩽ max
x∈[x0−h,x0+h]

∣∣∣∣∫ x

x0

L|y1(s)− y2(s)|ds
∣∣∣∣
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由于 |y1(s)− y2(s)| ⩽ d(y1, y2) 对所有 s 成立，可以将其提出来：

d(Ty1, T y2) ⩽ L · d(y1, y2) · max
x∈[x0−h,x0+h]

|x− x0|

= hL · d(y1, y2)

因为我们取定的 h < 1
L，故 α = hL < 1。这证明了 T 是一个压缩映射。

由 Banach 不动点定理，算子 T 在完备度量空间 X0 内有且仅有一个不动点，该不动点即为初值问题的唯

一解。

1、为什么这里要在 X0 中使用压缩映射原理，而不是在 X 中使用？

答：若在整个 X 空间中使用，函数 y(x) 的取值可能会很大，导致积分过程中的点 (s, y(s)) 跑出定义域 D

的范围，从而无法使用有界性条件 M 和 Lipschitz 常数 L。

2、注意用压缩映射原理得到的存在区间 h，与书上证明得到的区间的不同。

答：使用压缩映射原理时，严格要求收缩系数 α < 1（即本题中的 hL < 1），因此相比于构造法的证明，这

里多出了一个限制条件 h < 1
L。
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5. 假设函数 f(x, y) 在闭区域 D = {(x, y)|0 ⩽ x ⩽ a, |y| ⩽ b} 上连续. 进一步，假设对于任意的 y1 ⩽ y2，

有 f(x, y1) ⩽ f(x, y2)，且 f(x, 0) ⩾ 0. 对于初值问题y′ = f(x, y),

y(0) = 0,

构造 Picard 序列
y0(x) ≡ 0, yn(x) =

∫ x

0

f(s, yn−1(s))ds, n = 1, 2, · · · .

证明：该序列在区间 0 ⩽ x ⩽ h 上收敛到上述初值问题的解，其中

h = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈D
|f(x, y)|.

Proof. 分步证明如下：
第一步：证明 Picard 序列 {yn(x)} 在区间 [0, h] 上有定义且一致有界：

使用数学归纳法。对于 n = 0，y0(x) ≡ 0，显然有 |y0(x)| = 0 ⩽ b，即点 (x, y0(x)) ∈ D。假设对于 n = k−1

时 |yk−1(x)| ⩽ b 成立。则对于 n = k，

|yk(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

f(s, yk−1(s))ds
∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

0

|f(s, yk−1(s))|ds ⩽
∫ x

0

Mds =Mx

由于 x ∈ [0, h]，且 h ⩽ b
M，故 Mx ⩽Mh ⩽ b。因此，对所有 n ⩾ 0 和 x ∈ [0, h]，有 |yn(x)| ⩽ b，序列有定义

且一致有界。

第二步：证明序列 {yn(x)} 在 [0, h] 上单调递增：

使用数学归纳法。对于 n = 1，由于已知 f(x, 0) ⩾ 0，有：

y1(x) =

∫ x

0

f(s, 0)ds ⩾ 0 = y0(x)

假设对于 n = k 时有 yk−1(x) ⩽ yk(x) 成立。由 f 关于第二个变量的单调性条件（对于 y1 ⩽ y2 有 f(x, y1) ⩽
f(x, y2)），可得 f(s, yk−1(s)) ⩽ f(s, yk(s))。则对于 n = k + 1：

yk+1(x)− yk(x) =

∫ x

0

[f(s, yk(s))− f(s, yk−1(s))]ds ⩾ 0

故 yk+1(x) ⩾ yk(x)。由此可知 {yn(x)} 是一个单调递增的函数序列。
第三步：证明序列的一致收敛性：

对于固定的 x ∈ [0, h]，实数列 {yn(x)} 单调递增且有上界 b，由单调有界定理，该序列必定逐点收敛。设

其点态极限函数为 y(x)。考察序列的等度连续性：对于任意 x1, x2 ∈ [0, h] 且不失一般性设 x1 < x2，

|yn(x2)− yn(x1)| =
∣∣∣∣∫ x2

x1

f(s, yn−1(s))ds
∣∣∣∣ ⩽ ∫ x2

x1

|f(s, yn−1(s))|ds ⩽M |x2 − x1|

这表明 {yn(x)} 在 [0, h] 上等度连续。由 Arzelà-Ascoli 定理，一致有界且等度连续的序列存在一个一致收敛的
子序列 {ynk

(x)}。设该子序列一致收敛于连续函数 ỹ(x)。由于点态极限是唯一的，必定有 y(x) ≡ ỹ(x)。因此，

点态极限函数 y(x) 是连续的。根据 Dini 定理，若一个定义在紧致区间 [0, h] 上的单调递增连续函数序列点态收

敛于一个连续函数，则该收敛必为一致收敛。故 Picard 序列 {yn(x)} 在 [0, h] 上一致收敛于 y(x)。

第四步：证明极限函数 y(x) 是原初值问题的解：

由于 f(x, y) 在紧致闭区域 D 上连续，故 f 在 D 上一致连续。因为 yn(x) 在 [0, h] 上一致收敛于 y(x)，所

以 f(x, yn(x)) 在 [0, h] 上一致收敛于 f(x, y(x))。对 Picard 迭代方程两边取极限：

lim
n→∞

yn(x) = lim
n→∞

∫ x

0

f(s, yn−1(s))ds



3 解的存在性与唯一性 46

由于一致收敛，极限号可以与积分号交换：

y(x) =

∫ x

0

lim
n→∞

f(s, yn−1(s))ds =
∫ x

0

f(s, y(s))ds

该积分方程等价于原 Cauchy 初值问题。对其两边求导可得 y′(x) = f(x, y(x))，且显然有 y(0) = 0。原命题得

证。

3.3 Peano 定理

1. 考虑与 Cauchy 问题 (3.1), (3.2) 等价的积分方程

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s))ds.

在区间 I = [x0, x0 + h] 上（h 的意义与 Picard 定理中的相同）构造序列 {yn(x)} 如下：对于每个正整数
n，将区间 I 等分，其分点为 xk = x0 + kdn，其中 dn = h

n , k = 1, 2, · · · , n− 1，并记 xn = x0 + h，进而

定义

yn(x) =

y0, x ∈ [x0, x1]

y0 +
∫ x−dn
x0

f(s, yn(s))ds, x ∈ [x1, x0 + h],
n = 1, 2, · · · .

称序列

y1(x), y2(x), · · · , yn(x), · · ·

为 Tonelli 序列. (1) 用 Tonelli 序列和 Ascoli-Arzelà 引理来证明 Peano 定理. (2) 用 Tonelli 序列来证明
Picard 定理，即在 Picard 定理的条件下，Tonelli 序列是一致收敛的.

Proof. 根据 Picard定理与 Peano定理的设定，函数 f(x, y)在闭矩形区域 D = {(x, y) | |x−x0| ⩽ a, |y−y0| ⩽ b}
上连续，且 M = max(x,y)∈D |f(x, y)|，h = min{a, bM }。对于任意 x ∈ [x0, x0 + h]，Tonelli 序列可统一表示为：

yn(x) = y0 +

∫ max(x0,x−dn)

x0

f(s, yn(s))ds

(1) 用 Tonelli 序列和 Ascoli-Arzelà 引理证明 Peano 定理：
第一步：证明序列 {yn(x)} 在 I = [x0, x0 + h] 上有定义且一致有界。当 x ∈ [x0, x1] 时，yn(x) = y0，显然

|yn(x)− y0| = 0 ⩽ b 成立。假设对所有 s ⩽ x− dn 均有 |yn(s)− y0| ⩽ b，则对于 x ∈ I：

|yn(x)− y0| ⩽
∫ max(x0,x−dn)

x0

|f(s, yn(s))|ds ⩽M(max(x0, x− dn)− x0) ⩽M(x− x0) ⩽Mh ⩽ b

故 yn(x) 在区间 I 上良定，且 |yn(x)| ⩽ |y0|+ b，即序列一致有界。

第二步：证明序列 {yn(x)} 在 I 上等度连续。对任意 x′, x′′ ∈ I，不妨设 x′ < x′′：

|yn(x′′)− yn(x
′)| =

∣∣∣∣∣
∫ max(x0,x

′′−dn)

max(x0,x′−dn)
f(s, yn(s))ds

∣∣∣∣∣
⩽M |max(x0, x′′ − dn)− max(x0, x′ − dn)|

⩽M(x′′ − x′)

这说明所有的 yn(x) 都满足 Lipschitz 常数为 M 的 Lipschitz 条件，故 {yn(x)} 在 I 上等度连续。

第三步：运用 Ascoli-Arzelà 引理及取极限。由一致有界且等度连续，存在一致收敛的子序列 {ynk
(x)}，设

其收敛于连续函数 y(x)。对 Tonelli 序列取 nk → ∞（此时 dnk
→ 0）：

ynk
(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, ynk
(s))ds−

∫ x

max(x0,x−dnk
)

f(s, ynk
(s))ds
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尾项积分的绝对值 ⩽Mdnk
→ 0。由于 f(x, y) 在紧集上一致连续，极限可与积分交换：

y(x) = lim
k→∞

ynk
(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s))ds

极限函数 y(x) 是积分方程的解。Peano 定理（解的存在性）得证。
(2) 用 Tonelli 序列证明 Picard 定理：
在 Picard 定理条件下，函数 f 还满足 Lipschitz 条件：存在 L > 0，使得 |f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L|y1 − y2|。
下证 Tonelli 序列一致收敛（存在性）：任取正整数 n ⩽ m，则 dm ⩽ dn。对任意 x ∈ I：

|yn(x)− ym(x)| ⩽
∫ max(x0,x−dn)

x0

|f(s, yn(s))− f(s, ym(s))|ds+
∫ max(x0,x−dm)

max(x0,x−dn)
|f(s, ym(s))|ds

⩽ L

∫ x

x0

|yn(s)− ym(s)|ds+M(dn − dm)

⩽M
h

n
+ L

∫ x

x0

|yn(s)− ym(s)|ds

应用 Gronwall 不等式，可得：
|yn(x)− ym(x)| ⩽ Mh

n
e
∫ x
x0
Lds ⩽ Mh

n
eLh

当 n,m → ∞ 时，上式趋于 0。表明 {yn(x)} 是连续函数空间的一致 Cauchy 列，故在区间 I 上一致收敛于极

限函数 y(x)，且 y(x) 是方程的解。

下证解的唯一性：假设存在两个解 y(x) 和 z(x)，满足：

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s))ds, z(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, z(s))ds

两式相减并取绝对值，利用 Lipschitz 条件：

|y(x)− z(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

[f(s, y(s))− f(s, z(s))]ds
∣∣∣∣

⩽
∫ x

x0

|f(s, y(s))− f(s, z(s))|ds

⩽ L

∫ x

x0

|y(s)− z(s)|ds

再次应用 Gronwall 不等式：
|y(x)− z(x)| ⩽ 0 · e

∫ x
x0
Lds

= 0

因此在区间 I 上恒有 |y(x)− z(x)| = 0，即 y(x) ≡ z(x)。解存在且唯一，Picard 定理得证。

2. 令函数

α(x) =

0, x = 0,∫ x
0

e−
1
s2 ds, 0 < x ⩽ 1.

在条形闭区域 G : 0 ⩽ x ⩽ 1,−∞ < y < +∞ 上定义连续函数

f(x, y) =


x, 0 ⩽ x ⩽ 1, y > α(x),

x cos πx , 0 < x ⩽ 1, y = 0,

−x, 0 ⩽ x ⩽ 1, y < −α(x).

考虑初值问题 y′ = f(x, y),

y(0) = 0.

将区间 0 ⩽ x ⩽ 1 分成 n 等份，仿照本节的方法构造一条 Euler 折线 y = ϕn(x) (0 ⩽ x ⩽ 1)。证明：当
1
n ⩽ x ⩽ 1时，有 (1)若 n为偶数，则 ϕn(x) ⩾ α(x); (2)若 n为奇数，则 ϕn(x) ⩽ −α(x). 由此可知 Euler
序列 {ϕn(x)} 是不收敛的。进一步，证明该初值问题的解不是唯一的。
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Proof. 考察 Euler折线 {ϕn(x)}的构造。将区间 [0, 1]分成 n等份，步长 h = 1
n，节点 xk = k

n (k = 0, 1, . . . , n)。
由于 f(x, y) 连续，易知 f(0, 0) = limx→0+ x cos πx = 0。根据向前 Euler 公式 yk+1 = yk + f(xk, yk)h，且初值

y0 = 0：

第一步：y1 = y0 + f(x0, y0)h = 0 + f(0, 0) 1n = 0。第二步：此时点 (x1, y1) = ( 1n , 0) 处于 y = 0 的设定上，

故有

f(x1, y1) = x1 cos π

x1
=

1

n
cos(nπ) = (−1)n

n

从而可得 y2 = y1 + f(x1, y1)h = 0 + (−1)n

n · 1
n = (−1)n

n2 。

(1) 证明 n 为偶数时的情况：

此时 y2 = 1
n2。由于被积函数 e−1/s2 随 s→ 0 衰减极快，易知对于 n ⩾ 2，都有 y2 = 1

n2 >
∫ 2/n

0
e−1/s2ds =

α(x2)。因此，点 (x2, y2) 已经彻底跳出中段区域，落在上方 y > α(x) 中。假设对于某个 k ⩾ 2 有 yk > α(xk)，

则在该点 f(xk, yk) = xk。由 Euler 公式可得 yk+1 = yk + xkh。由于 e−1/x2

远小于 x，必然有：

yk+1 − yk = xkh > he−1/x2
k+1 >

∫ xk+1

xk

e−1/s2ds = α(xk+1)− α(xk)

从而 yk+1 > α(xk+1)。由数学归纳法可知，对于所有 k ⩾ 2均有 yk > α(xk)。由于 α(x)为严格凸函数，而 Euler
折线在区间内是线性连接的，连接凸函数上方两点的线段恒在该凸函数上方，即当 x ⩾ x2 时 ϕn(x) ⩾ α(x) 严

格成立。

(2) 证明 n 为奇数时的情况：

此时 y2 = − 1
n2。同理可证 y2 < −α(x2)，即点 (x2, y2) 落在下方区域 y < −α(x) 中，此时 f(x2, y2) = −x2。

根据对称的推导过程，运用数学归纳法可得对于所有 k ⩾ 2，均有 yk < −α(xk)，且对于 x ⩾ x2时 ϕn(x) ⩽ −α(x)
恒成立。

结论：Euler 序列的不收敛性
当 n→ ∞ 时，由于对于 x > 0 有 α(x) > 0，偶数子序列的折线恒在其上方，而奇数子序列的折线恒在其下

方。序列随着 n 的奇偶性发生上下震荡，不存在唯一的极限函数，故 Euler 序列 {ϕn(x)} 在区间上是不收敛的。
证明解不是唯一的：

考虑函数 y1(x) =
1
2x

2 和 y2(x) = − 1
2x

2。由于 e−1/s2 < s对 s > 0恒成立，积分可得 α(x) =
∫ x
0

e−1/s2ds <∫ x
0
sds = 1

2x
2。所以抛物线 y1(x) =

1
2x

2 恒处于区域 y > α(x) 中，代入函数：

y′1(x) = x, f(x, y1(x)) = x

二者相等且满足初始条件 y1(0) = 0。故 y1(x) 是初值问题的一个解。同理，曲线 y2(x) = − 1
2x

2 恒处于区域

y < −α(x) 中：
y′2(x) = −x, f(x, y2(x)) = −x

满足方程且 y2(0) = 0。故 y2(x) 也是初值问题的一个解。存在至少两个不同的解，证明了该初值问题的解不是

唯一的。

3.4 解的延伸

1. 对于怎样的 a，下列微分方程的每个解都能延伸到无穷区间 (−∞,+∞) 上？

(1) y′ = |y|a;
(2) y′ = (y2 + ex)a;
(3) y′ = |y|a−1 + x|y| 2a3 .

Proof. (1) 对于 y′ = |y|a：首先，为了使右端函数在 y = 0 处连续且不产生奇点，必须要求 a ⩾ 0。若 a > 1，

不妨设初值 y(x0) = y0 > 0，此时方程化为 y′ = ya。分离变量并积分：∫ y

y0

ds
sa

= x− x0
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当 y → +∞ 时，由于 a > 1，反常积分收敛于有限值
y1−a
0

a−1。这意味着 x 会在有限区间内停止，解无法延伸至无

穷。若 0 ⩽ a ⩽ 1，由于 |y|a ⩽ |y|+ 1，解的增长速度受一次函数控制，不会在有限区间内趋于无穷。由延伸定

理可延伸至 (−∞,+∞)。综上，需满足：0 ⩽ a ⩽ 1。

(2) 对于 y′ = (y2 + ex)a：由于 y2 + ex ⩾ ex > 0，因此对于任意实数 a，右端函数在整个平面上均连续，不

会产生奇点。

若 a > 1
2，则显然有：

y′ = (y2 + ex)a ⩾ (y2)a = |y|2a

对于 y0 > 0 的解，分离变量有 dy
y2a ⩾ dx。同理积分后，由于 2a > 1，左侧积分收敛，证明解会在有限时间内爆

破，不能延伸到无穷。

若 a ⩽ 1
2，利用基本不等式

√
A+B ⩽

√
A+

√
B，有 y′ ⩽ (y2 + ex)1/2 ⩽ |y|+ ex/2，关于 y 的增长受到一

次函数的控制，解不会爆破，可延展至无穷。综上，需满足：a ⩽ 1
2。

(3) 对于 y′ = |y|a−1 + x|y| 2a3 ：
首先，为了使方程右端在 y = 0 处连续无奇点，各项中 y 的指数必须非负：

a− 1 ⩾ 0 =⇒ a ⩾ 1

2a

3
⩾ 0 =⇒ a ⩾ 0

同时满足，必须有 a ⩾ 1。其次，为了不发生有限时间爆破，各项关于 y 的指数不能大于 1（否则通过比较定理
可放缩为 ⩾ Cyk 形式，导致积分收敛）：

a− 1 ⩽ 1 =⇒ a ⩽ 2

2a

3
⩽ 1 =⇒ a ⩽ 3

2

同时满足，必须有 a ⩽ 3
2。取连续性与不爆破条件的交集，最终需满足：1 ⩽ a ⩽ 3

2。

补充定义了 00 = 1，如果我们认为 00 没有定义，那第一问的 a = 0 和第三问的 a = 1 都不能够取到。

2. 证明：初值问题 y′ = x3 − y3,

y(x0) = y0

的解在区间 [x0,+∞) 上存在.

Proof. 由于右端函数 f(x, y) = x3 − y3 及其偏导数 ∂f
∂y = −3y2 在整个 (x, y) 平面上连续，满足局部 Lipschitz

条件（关于 y 连续可微则存在局部 Lip 条件）。由解的存在唯一性定理及延伸定理，初值问题的解 y = ϕ(x) 存

在，且可向右延伸至最大区间 [x0, β)。

假设 β < +∞，根据解的延伸定理，必有 limx→β− |ϕ(x)| = +∞。下面证明 ϕ(x) 在 [x0, β) 上有界，从而

导出矛盾。

先证 ϕ(x)在上方有界。令 M = max{β, y0, 0}。若在区间 [x0, β)内 ϕ(x) > M，则有 ϕ(x) > x且 ϕ(x) > 0。

此时 ϕ′(x) = x3 − ϕ3(x) < 0，解曲线严格单调递减。这意味着 ϕ(x) 无法单调递增穿越该区域至 +∞，即对于
所有 x ∈ [x0, β)，恒有 ϕ(x) ⩽M。

再证 ϕ(x) 在下方有界。设 m = minx∈[x0,β] x
3 = x30。若 ϕ(x) ⩽ 0，则 −ϕ3(x) ⩾ 0，从而有微分不等式

ϕ′(x) = x3 − ϕ3(x) ⩾ x3 ⩾ m。若 limx→β− ϕ(x) = −∞，则必定存在 x1 ∈ [x0, β)，使得当 x ∈ [x1, β) 时，恒有

ϕ(x) ⩽ 0。对 ϕ′(x) ⩾ m 在区间 [x1, x] 上积分得：

ϕ(x)− ϕ(x1) ⩾ m(x− x1)

ϕ(x) ⩾ ϕ(x1) +m(x− x1) ⩾ ϕ(x1)− |m|(β − x0)

此结果表明 ϕ(x) 存在一个常数下界，与 ϕ(x) → −∞ 矛盾。因此 ϕ(x) 在下方也有界。
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综上，若 β < +∞，解 ϕ(x) 在 [x0, β) 上有界，这与最大存在区间的边界性质矛盾。故假设不成立，必有

β = +∞。原初值问题的解在区间 [x0,+∞) 上存在。

3. 考虑初值问题 y′ = f(x, y),

y(0) = y0,

其中函数 f(x, y) 在闭区域 0 ⩽ x ⩽ a,−∞ < y < +∞ 上连续，且满足

|f(x, y)− f(x, z)| ⩽ q

x
|y − z|,

这里 q (0 < q < 1) 为常数. 证明: 该初值问题的解在区间 [0, a] 上是存在且唯一的.

Proof. 由于右端函数满足的 Lipschitz 条件中带有奇点 1
x，我们通过构造 Picard 迭代序列来证明解的存在性与

唯一性。

第一步：构造 Picard 序列并估计相邻两项之差
定义 Picard 序列为：

y0(x) = y0

yn(x) = y0 +

∫ x

0

f(s, yn−1(s))ds, n = 1, 2, · · ·

由于 f(x, y) 在闭区域上连续，函数 f(x, y0) 在 [0, a] 上也是连续的。令 M = max0⩽x⩽a |f(x, y0)|。当 n = 1 时：

|y1(x)− y0(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

f(s, y0)ds
∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

0

|f(s, y0)|ds ⩽
∫ x

0

Mds =Mx

假设对于 n = k，有 |yk(x)− yk−1(x)| ⩽Mqk−1x 成立，则对于 n = k + 1：

|yk+1(x)− yk(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

[f(s, yk(s))− f(s, yk−1(s))]ds
∣∣∣∣

⩽
∫ x

0

|f(s, yk(s))− f(s, yk−1(s))|ds

⩽
∫ x

0

q

s
|yk(s)− yk−1(s)|ds

⩽
∫ x

0

q

s
(Mqk−1s)ds

=Mqk
∫ x

0

ds =Mqkx

由数学归纳法可知，对所有正整数 n 及 x ∈ [0, a]，均有：

|yn(x)− yn−1(x)| ⩽Mqn−1x

第二步：证明序列的一致收敛性

考察函数项级数
∑∞
n=1[yn(x)−yn−1(x)]。其通项的绝对值满足 |yn(x)−yn−1(x)| ⩽Mqn−1a。由于 0 < q < 1，

正项级数
∑∞
n=1Maqn−1 是收敛的几何级数。根据 Weierstrass M 判别法，该函数项级数在区间 [0, a] 上绝对且

一致收敛。由于 yn(x) = y0 +
∑n
k=1[yk(x)− yk−1(x)]，Picard 序列 {yn(x)} 在 [0, a] 上一致收敛。设其极限函

数为 y(x)。由于每一项 yn(x) 均连续，极限函数 y(x) 也在 [0, a] 上连续。

第三步：证明极限函数是初值问题的解

我们要对迭代积分式取极限。首先估计 yn−1(x) 与极限函数 y(x) 的误差：

|yn−1(x)− y(x)| ⩽
∞∑
k=n

|yk(x)− yk−1(x)| ⩽
∞∑
k=n

Mqk−1x =
Mqn−1

1− q
x
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将其代入积分式的误差估计中：∫ x

0

|f(s, yn−1(s))− f(s, y(s))|ds ⩽
∫ x

0

q

s
|yn−1(s)− y(s)|ds

⩽
∫ x

0

q

s

(
Mqn−1

1− q
s

)
ds

=
Mqn

1− q
x

当 n→ ∞ 时，上式趋于 0。因此极限可以放入积分号内：

y(x) = lim
n→∞

yn(x) = y0 + lim
n→∞

∫ x

0

f(s, yn−1(s))ds = y0 +

∫ x

0

f(s, y(s))ds

该积分方程与原初值问题等价，即 y(x) 是在 [0, a] 上存在的解。

第四步：证明解的唯一性

假设存在两个解 y(x)和 z(x)满足该初值问题。由于二者均在 [0, a]上连续，复合函数 f(x, y(x))和 f(x, z(x))

在 [0, a] 上亦连续，从而必定有界。设 |f(x, y(x))| ⩽ K1 且 |f(x, z(x))| ⩽ K2。则有：

|y(x)− y0| =
∣∣∣∣∫ x

0

f(s, y(s))ds
∣∣∣∣ ⩽ K1x, |z(x)− y0| =

∣∣∣∣∫ x

0

f(s, z(s))ds
∣∣∣∣ ⩽ K2x

令 u(x) = |y(x)− z(x)|，根据三角不等式：

u(x) ⩽ |y(x)− y0|+ |z(x)− y0| ⩽ (K1 +K2)x

记常数 C = K1 +K2，即 u(x) ⩽ Cx。利用两解满足的积分方程作差并取绝对值：

u(x) =

∣∣∣∣∫ x

0

[f(s, y(s))− f(s, z(s))]ds
∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

0

q

s
u(s)ds

将 u(x) ⩽ Cx 反复代入上式迭代：第一次代入：u(x) ⩽
∫ x
0
q
s (Cs)ds = Cqx 第二次代入：u(x) ⩽

∫ x
0
q
s (Cqs)ds =

Cq2x 一般地，通过数学归纳法可得：

u(x) ⩽ Cqnx, ∀n ∈ N

由于 0 < q < 1，当 n→ ∞时，Cqnx→ 0。从而得到 u(x) ⩽ 0。又因 u(x) ⩾ 0，故必有 u(x) ≡ 0，即 y(x) ≡ z(x)。

存在性与唯一性得证。

关于第三步“验证误差”的必要性说明：

在常规的 Picard 定理证明中（满足标准 Lipschitz 条件 |f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L|y1 − y2|），若 yn(x) 一致

收敛于 y(x)，则 f(x, yn(x)) 也会一致收敛于 f(x, y(x))。此时依据数学分析定理，可直接交换极限与积分

号（即 lim
∫
=
∫

lim），无需再次计算误差。
但本题的 Lipschitz 条件存在奇点 q

x：

|f(x, yn−1(x))− f(x, y(x))| ⩽ q

x
|yn−1(x)− y(x)|

当 x→ 0 时，q
x → +∞。即使 |yn−1(x)− y(x)| 能够一致趋于 0，奇点也会在 x = 0 附近将误差无限放大，

导致复合函数序列 f(x, yn−1(x)) 在 [0, a] 上不一定一致收敛。因此，直接应用 lim
∫
=
∫

lim 是不合法的。
误差估计的作用在于“消去奇点”：在第二步的证明中，我们不仅得到了一致收敛，还算出了一个带有自变

量 x 的具体误差界：

|yn−1(x)− y(x)| ⩽ Mqn−1

1− q
x

将此误差界代入第三步的积分放缩中：∫ x

0

q

s

(
Mqn−1

1− q
s

)
ds =

∫ x

0

Mqn

1− q
ds

可以看到，误差界中自带的 s 恰好与 Lipschitz 条件中的奇点 1
s 约简抵消了。这从积分层面上严格证明了

极限过程的合法性。
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4. 假设函数 f(x, y) 在闭区域 0 ⩽ x ⩽ a,−∞ < y < +∞ 上连续. 记 ϕ(x, ξ) 是微分方程 y′ = f(x, y) 满

足初始条件 ϕ(0, ξ) = ξ 的解. 进一步, 假设 ϕ(x, ξ) 在区间 [0, x̄) 上存在, x̄ < a. 证明下列三个结论之一
成立: (1) limx→x̄−0 ϕ(x, ξ) 有限, 此时解 y = ϕ(x, ξ) 可以延伸至 x = x̄; (2) limx→x̄−0 ϕ(x, ξ) = +∞; (3)
limx→x̄−0 ϕ(x, ξ) = −∞.

Proof. 为书写简便，记该解为 y(x) = ϕ(x, ξ)。考虑极限上下极限：令 L = lim infx→x̄− y(x)，且 U = lim supx→x̄− y(x)。

显然 L ⩽ U。

第一步：证明 L = U，即 limx→x̄− y(x) 必然存在：

使用反证法。假设 L < U，则必定可以取到两个有限的实数 α, β，使得 L < α < β < U。考察有界闭矩形

区域 D = {(x, y) | 0 ⩽ x ⩽ x̄, α ⩽ y ⩽ β}。由于 f(x, y) 在给定的闭区域上连续，因此在紧集 D 上也连续，必

定有界。设存在常数 M > 0，使得对任意 (x, y) ∈ D，有 |f(x, y)| ⩽M。

由于 lim inf y(x) < α且 lim sup y(x) > β，当 x→ x̄−时，解曲线 y(x)必定在直线 y = α和 y = β之间来回穿

梭无限次。这意味着在区间 [0, x̄)内，存在无穷多个互不相交的子区间序列 {(sn, tn)}，满足：|y(tn)−y(sn)| = β−α，
且对于任意 x ∈ (sn, tn) 均有 α ⩽ y(x) ⩽ β（即积分曲线在这些区间内完全落在区域 D 中）。

对 y(x) 在区间 [sn, tn] 上应用拉格朗日中值定理：

β − α = |y(tn)− y(sn)| = |y′(cn)|(tn − sn) = |f(cn, y(cn))|(tn − sn) ⩽M(tn − sn)

这推出了 tn − sn ⩾ β−α
M > 0。因为存在无穷多个这样不相交的区间，它们的长度之和必定趋于无穷大，这与它

们全都在长度有限的区间 [0, x̄] 内矛盾。因此假设不成立，必有 L = U。即 limx→x̄− y(x) 存在。

第二步：讨论极限的取值情况:
既然极限存在，它只有三种可能的情况：

情形 A：极限为 +∞，即 limx→x̄− ϕ(x, ξ) = +∞，这对应结论 (2)。
情形 B：极限为 −∞，即 limx→x̄− ϕ(x, ξ) = −∞，这对应结论 (3)。
情形 C：极限为一个有限的实数 y∗。若极限有限，由于函数 f(x, y) 在包含点 (x̄, y∗) 的闭区域上连续（因

为 x̄ < a），我们可以补充定义 y(x̄) = y∗，使得 y(x) 在 [0, x̄] 上连续。此时，考察导数的左极限：

lim
x→x̄−

y′(x) = lim
x→x̄−

f(x, y(x)) = f(x̄, y∗)

由导数极限定理可知，y(x) 在 x̄ 处的左导数存在且等于 f(x̄, y(x̄))。因此解 y = ϕ(x, ξ) 满足微分方程，并在

x = x̄ 处有定义，即成功延伸至 x = x̄。这对应结论 (1)。
综上所述，这三个结论中必定有且仅有一个成立。

5. 假设函数 f(x, y) 在闭区域 0 ⩽ x ⩽ a,−∞ < y < +∞ 上连续, 并且存在定义在区间 [0,+∞) 上的连续

函数 ψ(y) 以及常数 δ0 ⩾ 0, 使得

|f(x, y)| < ψ(|y|),
∫ +∞

δ0

1

ψ(y)
dy = +∞.

证明: 微分方程 y′ = f(x, y) 满足初始条件 y(0) = ξ 的解的存在区间为 [0, a].

Proof. 采用反证法。假设该初值问题的解 y = y(x) 的最大存在区间为 [0, x̄)，其中 x̄ < a。根据解的延伸定理，

如果解不能向右延伸至 x = a，则当 x→ x̄− 时，解曲线必然发生爆破，即：

lim
x→x̄−

|y(x)| = +∞

由题设条件 |f(x, y)| < ψ(|y|)，且绝对值 |f(x, y)| ⩾ 0，可知对于任意实数 y，均有 ψ(|y|) > 0。又因为 ψ 在

[0,+∞) 上连续，所以函数 1
ψ(|u|) 在 (−∞,+∞) 上处处连续且恒正。由此，我们可以构造辅助积分函数 G(y)：

G(y) =

∫ y

0

1

ψ(|u|)
du
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由于被积函数恒正，G(y) 是一个定义在 R 上的严格单调递增且连续可微的函数。
将方程的解 y(x) 代入 G(y)，并对 x 求导：

d
dxG(y(x)) = G′(y(x))y′(x) =

y′(x)

ψ(|y(x)|)

两边取绝对值，代入原微分方程 y′(x) = f(x, y(x))，并利用题设的不等式放缩：∣∣∣∣ d
dxG(y(x))

∣∣∣∣ = |f(x, y(x))|
ψ(|y(x)|)

< 1

对上式在区间 [0, x]（其中 x < x̄）上进行定积分，利用绝对值积分不等式：

|G(y(x))−G(y(0))| =
∣∣∣∣∫ x

0

d
dtG(y(t))dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

0

∣∣∣∣ d
dtG(y(t))

∣∣∣∣ dt < ∫ x

0

1dt = x ⩽ x̄ < a

代入初始条件 y(0) = ξ，去掉绝对值符号，可得到 G(y(x)) 的严格上下界：

G(ξ)− a < G(y(x)) < G(ξ) + a

这表明，在整个存在区间 [0, x̄) 上，G(y(x)) 是有界的。

另一方面，已知 limx→x̄− |y(x)| = +∞，且 y(x) 是连续函数，因此它必然严格趋于 +∞ 或 −∞。
情形 1：若 limx→x̄− y(x) = +∞。对 G(y(x)) 取极限：

lim
x→x̄−

G(y(x)) = lim
y→+∞

∫ y

0

1

ψ(u)
du =

∫ δ0

0

1

ψ(u)
du+

∫ +∞

δ0

1

ψ(u)
du

第一项是连续函数在闭区间上的积分，结果为有限常数；根据题设条件，第二项反常积分为 +∞。从而推得
limx→x̄− G(y(x)) = +∞，这与前面证明的上限 G(y(x)) < G(ξ) + a 产生矛盾。

情形 2：若 limx→x̄− y(x) = −∞。对 G(y(x)) 取极限，并作变量代换 s = −u：

lim
x→x̄−

G(y(x)) = lim
y→−∞

∫ y

0

1

ψ(|u|)
du = lim

y→−∞

(
−
∫ |y|

0

1

ψ(s)
ds
)

= −∞

这同样与前面证明的下限 G(y(x)) > G(ξ)− a 产生矛盾。

综上所述，关于最大存在区间上限 x̄ < a 的假设不成立。解曲线不可能在小于 a 的有限区间内发生爆破，

因此该初值问题的解必定可以在整个闭区间 [0, a] 上存在。原命题得证。

6. 假设函数 f(x, y) 在有界闭区域 G 上对 y 满足局部 Lipschitz 条件. 证明: f(x, y) 在 G 上对 y 满足

Lipschitz 条件, 即存在常数 L > 0, 使得对于任意的 (x, y1), (x, y2) ∈ G, 有

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L|y1 − y2|.

Proof. 采用反证法。假设 f(x, y)在 G上不满足全局 Lipschitz条件。则对于任意的正整数 n，均存在 (xn, yn) ∈ G

和 (xn, zn) ∈ G，使得

|f(xn, yn)− f(xn, zn)| > n|yn − zn|

由于 G 是有界闭区域（紧集），序列 {(xn, yn)} 和 {(xn, zn)} 均存在收敛子序列。不失一般性，假设序列
本身分别收敛于 (x∗, y∗) ∈ G 和 (x̃∗, z∗) ∈ G。显然两者的横坐标同为 xn，故 x∗ = x̃∗。

若 y∗ 6= z∗，当 n → ∞ 时，有 |yn − zn| → |y∗ − z∗| > 0。那么不等式左端 |f(xn, yn) − f(xn, zn)| ⩽ 2M

是有界的，而不等式右端 n|yn − zn| → +∞，产生矛盾。因此，必须有 y∗ = z∗。这意味着序列 {(xn, yn)} 和
{(xn, zn)} 收敛于同一个点 (x∗, y∗)。

根据题设，f(x, y) 在 G 上满足局部 Lipschitz 条件。因此，在点 (x∗, y∗) 处，存在一个邻域 U 以及常数

L∗ > 0，使得对于任意的 (x, y1), (x, y2) ∈ U ∩G，都有：

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L∗|y1 − y2|



3 解的存在性与唯一性 54

由于 {(xn, yn)} 和 {(xn, zn)} 都收敛于 (x∗, y∗)，当 n 充分大时，这两点必然都落在邻域 U ∩G 内。从而
有：

|f(xn, yn)− f(xn, zn)| ⩽ L∗|yn − zn|

结合反证法假设，得到：

n|yn − zn| < |f(xn, yn)− f(xn, zn)| ⩽ L∗|yn − zn|

因为严格不等式成立，必有 |yn − zn| 6= 0。两边同除以 |yn − zn| 得到 n < L∗。当 n→ ∞ 时，这显然与 L∗ 是

一个固定常数矛盾。

因此，假设不成立。f(x, y) 在有界闭区域 G 上对 y 必定满足全局 Lipschitz 条件。原命题得证。

3.5 比较定理

1. 考虑初值问题 y′ = f(x, y),

y(x0) = y0.

设函数 f(x, y) 在矩形闭区域 D = {(x, y) | |x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b} 上连续, 令

h = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈D
|f(x, y)|.

证明: 该初值问题的最大解 y = Z(x) 与最小解 y =W (x) 之间充满了其他解, 即对于任一满足

|x1 − x0| ⩽ h, W (x1) ⩽ y1 ⩽ Z(x1)

的点 (x1, y1), 该初值问题在 |x− x0| ⩽ h 上至少有一个解 y = ϕ(x), 满足 ϕ(x1) = y1.

Proof. 不失一般性，假设 x1 > x0（对于 x1 < x0 的情况可同理证明）。若 y1 = Z(x1) 或 y1 =W (x1)，结论显

然成立，故假设 W (x1) < y1 < Z(x1)。

以 (x1, y1) 为初值，考虑向左侧延伸的逆向初值问题：y′ = f(x, y),

y(x1) = y1.

由于 f(x, y) 在 D 上连续，由 Peano 存在定理，此逆向初值问题存在解 y = ψ(x)。根据解的延展定理以及 h 的

定义，该解至少可向左延展至 x0 而不离开区域 D（解的延展性定理说的是它要么能抵达 x0，要么会撞到边界

而被迫停止，但它从 x 到 x0 的纵轴跨度不会超过 hM ⩽ b）。

在区间 [x0, x1] 上考察解曲线 ψ(x)。由于 W (x0) = Z(x0) = y0，若 ψ(x) 在整个 [x0, x1] 上都不与 Z(x) 或

W (x) 相交，则由连续性必有 ψ(x0) = y0。此时 ψ(x) 自身就是过 (x0, y0) 且过 (x1, y1) 的解。

若 ψ(x)在 (x0, x1)内与 Z(x)或 W (x)相交，不妨设自右向左 ψ(x)首次与 Z(x)相交于点 x∗，即 ψ(x∗) =

Z(x∗)，且在 (x∗, x1] 上有 W (x) < ψ(x) < Z(x)。构造如下拼接函数：

ϕ(x) =

Z(x), x0 ⩽ x ⩽ x∗,

ψ(x), x∗ < x ⩽ x1.

显然 ϕ(x)在 x∗ 处连续。又因 ϕ(x)在 x∗ 处的左右导数分别为 Z ′(x∗) = f(x∗, Z(x∗))与 ψ′(x∗) = f(x∗, ψ(x∗))，

且二者在交点处相等，故 ϕ(x) 在 x∗ 处处处可导。因此，ϕ(x) 是在区间 [x0, x1] 上满足原初值问题 y(x0) = y0

的解，且满足 ϕ(x1) = y1。

最后，利用解的延展定理，将 ϕ(x) 分别由 x1 向右延展至 x0 + h、由 x0 向左延展至 x0 − h，即可得到在

整个区间 |x− x0| ⩽ h 上过点 (x1, y1) 的解。原命题得证。



3 解的存在性与唯一性 55

2. 证明引理 3.7.
引理 3.7 初值问题 y′ = −A(x)|y| −B(x)− 1,

y(x0) = y0,

的解 y = ψ(x) 在 (a, b) 上存在且唯一，其中 A(x), B(x) 在 (a, b) 上是非负的连续函数.

Proof. 记方程右端函数为 f(x, y) = −A(x)|y| −B(x)− 1。分两步证明：先证局部存在唯一性，再证解可延展至

整个 (a, b) 区间。

第一步：证明局部存在唯一性。因为 A(x), B(x) 在区间 (a, b) 上连续，且绝对值函数 |y| 在 R 上连续，所
以复合函数 f(x, y) 在条形区域 G = {(x, y) | a < x < b,−∞ < y < +∞} 上连续。对于区域 G 内的任意两点

(x, y1) 和 (x, y2)，考察 f(x, y) 关于 y 的 Lipschitz 条件。由于 A(x) 非负：

|f(x, y1)− f(x, y2)| = | −A(x)|y1| − (−A(x)|y2|)| = A(x)
∣∣|y1| − |y2|

∣∣ ⩽ A(x)|y1 − y2|

对于 (a, b) 内包含 x0 的任意闭子区间 [α, β]，由于 A(x) 连续，必存在常数 L = maxx∈[α,β]A(x) ⩾ 0，使得

A(x) ⩽ L。因此 f(x, y) 在 G 内满足局部 Lipschitz 条件。由 Picard 存在唯一性定理可知，该初值问题在 x0 附

近存在唯一的解 y = ψ(x)。

第二步：证明解可以全局延展至 (a, b)。假设该唯一解向右的最大存在区间为 [x0, ω+)，其中 ω+ ⩽ b。若

ω+ < b，根据解的延展定理，当 x → ω−
+ 时，解曲线必然爆破，即 limx→ω−

+
|ψ(x)| = +∞。将原方程在 [x0, x]

上积分（其中 x0 ⩽ x < ω+），并两边取绝对值：

|ψ(x)| =
∣∣∣∣y0 + ∫ x

x0

f(s, ψ(s))ds
∣∣∣∣

⩽ |y0|+
∫ x

x0

|f(s, ψ(s))|ds

= |y0|+
∫ x

x0

∣∣−A(s)|ψ(s)| −B(s)− 1
∣∣ds

⩽ |y0|+
∫ x

x0

(
A(s)|ψ(s)|+B(s) + 1

)
ds

令 C(x) = |y0|+
∫ x
x0
(B(s) + 1)ds。因为 B(s) 在 (a, b) 上连续，所以在紧区间 [x0, ω+] 上 B(s) + 1 是连续且有

界的，故存在常数 M1 > 0 使得对所有 x ∈ [x0, ω+)，都有 C(x) ⩽M1。于是积分不等式化为：

|ψ(x)| ⩽M1 +

∫ x

x0

A(s)|ψ(s)|ds

应用 Gronwall 不等式（积分形式），可得：

|ψ(x)| ⩽M1 exp
(∫ x

x0

A(s)ds
)

同理，由于 A(s)在闭区间 [x0, ω+]上连续且有界，积分
∫ x
x0
A(s)ds存在上界M2。因此，对于所有的 x ∈ [x0, ω+)，

均有：

|ψ(x)| ⩽M1eM2

这表明 |ψ(x)| 在 [x0, ω+) 上是一致有界的。这与爆破条件 limx→ω−
+
|ψ(x)| = +∞ 产生矛盾。故假设不成立，必

定有 ω+ = b。

同理可证解向左的延展。假设向左的最大存在区间为 (ω−, x0] 且 ω− > a，通过在 [x, x0] 上积分并利用

Gronwall不等式，同样可证 |ψ(x)|有界，从而得出矛盾，故必定有 ω− = a。综上所述，该初值问题的解 y = ψ(x)

在整个区间 (a, b) 上存在且唯一。
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3.6 奇解

1. 设连续函数 E(y) 满足条件

E(0) = 0, E(y) 6= 0, 0 < y ⩽ 1.

证明: y ≡ 0 是微分方程

y′ = E(y)

的奇解的充要条件是
∫ 1

0
dy
E(y) 收敛.

Proof. 由于 E(y) 在 (0, 1] 上连续且不为零，不失一般性，假设在此区间内 E(y) > 0。因为 E(0) = 0，y ≡ 0

显然是该微分方程的一个解。根据奇解的定义，y ≡ 0 是奇解等价于在 y = 0 上的每一点解都不唯一。即存

在另一条不恒为零的解曲线 y(x)，在某个有限的横坐标 x0 处满足 y(x0) = 0 且在此处与 y ≡ 0 相切（由于

y′(x0) = E(0) = 0 自然满足相切）。

任取一解曲线，设其经过点 (x1, y1)，其中 0 < y1 ⩽ 1。分离变量并积分：

dy
E(y)

= dx =⇒
∫ y

y1

ds
E(s)

= x− x1

记 F (y) =
∫ y
y1

ds
E(s)。

充分性（若积分收敛，证明 y ≡ 0 是奇解）：假设广义积分
∫ 1

0
dy
E(y) 收敛。当 y → 0+ 时，limy→0+ F (y) =∫ 0

y1
ds
E(s) 是一个有限的实数。这意味着当解曲线向 y = 0 逼近时，横坐标 x 趋于一个有限值 x0 = x1 +

∫ 0

y1
ds
E(s)。

因此，该非零解曲线在有限点 (x0, 0) 处到达了 y = 0。这说明在 (x0, 0) 处解不唯一，故 y ≡ 0 是奇解。

必要性（若 y ≡ 0 是奇解，证明积分收敛）：假设 y ≡ 0 是奇解。若广义积分
∫ 1

0
dy
E(y) 发散，由于在 (0, 1]

上 E(y) > 0，必定有 limy→0+
∫ y
y1

ds
E(s) = −∞。这意味着，对于任意一条经过 y > 0 区域的解曲线，当 y → 0+

时，其横坐标 x = x1 + F (y) → −∞。这表明解曲线只能在负无穷远处趋近于 y = 0，永远无法在有限的 x0 处

与 y = 0 贴合。从而在 y = 0 处的解是唯一的，这与 y ≡ 0 是奇解矛盾。故该广义积分必须收敛。

2. 求函数 f , 使 y = sinx 是微分方程 y = xy′ + f(y′) 的奇解.

Proof. 已知微分方程 y = xy′ + f(y′) 为克莱罗（Clairaut）方程。令 p = y′，对原方程两边关于 x 求导得：

p = p+ xp′ + f ′(p)p′ =⇒ p′(x+ f ′(p)) = 0

奇解对应于 p′ 6= 0 的情况，此时有包络线的参数方程：x = −f ′(p),

y = −pf ′(p) + f(p).

已知奇解为 y = sinx，对其求导得 p = y′ = cosx。将 p = cosx代入第一式 x = −f ′(p)中（限定 x ∈ [0, π]），

得到：

x = arccos p =⇒ −f ′(p) = arccos p =⇒ f ′(p) = − arccos p

对 f ′(p) 进行不定积分，利用分部积分法求出 f(p) 的表达式：

f(p) =

∫
− arccos p dp

= −p arccos p+
∫
p · −1√

1− p2
dp

= −p arccos p+
√
1− p2 + C

将 y = sinx, x = arccos p 及求得的 f(p) 代入原方程 y = xp+ f(p) 以确定常数 C：

sinx = arccos(cosx) · cosx+
(
− cosx arccos(cosx) +

√
1− cos2 x+ C

)
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由于 arccos(cosx) = x 且
√
1− cos2 x = sinx（在 x ∈ [0, π] 内）：

sinx = x cosx− x cosx+ sinx+ C =⇒ C = 0

因此 f(p) =
√
1− p2 − p arccos p。将变量 p 替换为一般自变量符号 x，可得函数 f 的表达式：

f(x) =
√

1− x2 − x arccosx

3. 给定平面上一条连续可微曲线 γ : y = f(x), 试找出一个以 y = f(x) 为奇解的微分方程.

Proof. 设所求的微分方程一般形式为 H(x, y, y′) = 0。进行平移变换，引入新的未知函数 u(x) = y(x) − f(x)。

如果 y = f(x) 是原方程的奇解，那么 u ≡ 0 必定是变换后的新方程 H̃(x, u, u′) = H(x, u+ f(x), u′ + f ′(x)) = 0

的奇解。因此，寻找以 y = f(x) 为奇解的方程，等价于寻找一个以 u ≡ 0 为奇解的简单方程。

考虑经典的微分方程 u′ = u
1
3。该方程显然有特解 u ≡ 0。用分离变量法求解 u 6= 0 时的解：

u−
1
3 du = dx =⇒ 3

2
u

2
3 = x− C =⇒ u = ±

(
2

3
(x− C)

) 3
2

由于存在无数条这样的曲线可以在 x = C 处与直线 u = 0 完美相切拼接，这意味着在 u = 0 上的任意一点解都

不唯一，故 u ≡ 0 是方程 u′ = u
1
3 的奇解。

将其写为隐式方程形式：

u′ − u
1
3 = 0

将 u = y − f(x) 以及 u′ = y′ − f ′(x) 逆代换回该方程，即可得到关于 y 的微分方程：

y′ − f ′(x)− (y − f(x))
1
3 = 0

该方程即为所求，它显然以 y = f(x) 为奇解。

3.7 包络

3.7 小节内容的解答参考了北京大学 21 级学姐（id“妙姐”）于 2024 年 6 月公开发布的解答过程，本节答
案的版权归妙姐所有。

1. 求微分方程 (
dy
dx

)4

−
(

dy
dx

)3

− y2
dy
dx + y2 = 0

的通积分及积分曲线族的包络.

Proof. 由 y′4 − y′3 − y2y′ + y2 = 0 得 (y′ − 1)(y′3 − y2) = 0. 若 y′ ≡ 1，则解得 y = x+ c，其中 c 为任意常数。

若 y′3 = y2，则解得 y ≡ 0 和 y =
[
1
3 (x+ c)

]3
，其中 c 为任意常数。

对于曲线族 y = x+c，显然不存在包络，因为假设存在，则包络上任一点切线斜率均为 1，从而该曲线是曲线

族中的一条曲线，这和包络的定义矛盾。对于曲线族 V (x, y, c) := y−
[
1
3 (x+ c)

]3
，有 V ′

c (x, y, c) = −
[
1
3 (x+ c)

]2.
于是由 c-判别式可解出 y ≡ 0. 由于 (x, y) = (−c, 0)点处 (x′c, y

′
c) = (−1, 0) 6= (0, 0)，(V ′

x(−c, 0, c), V ′
y(−c, 0, c)) =

(0, 1) 6= (0, 0)。故 y = 0 是积分曲线族的包络。

2. 已知微分方程的通解如下 (c 为任意常数)，求出微分方程的奇解:
(1) y = cx2 − c2;
(2) cy = (x− c)2;
(3) y = c(x− c)2;
(4) xy = cy − c2.
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Proof. (1) 设 V (x, y, c) = y − cx2 + c2, 则 V ′
x(x, y, c) = −2cx, V ′

y(x, y, c) = 1 6= 0, V ′
c (x, y, c) = −x2 + 2c. 由V (x, y, c) = 0,

V ′
c (x, y, c) = 0

解得 y = 1
4x

4. 由于 V ′
y 6= 0，故只需考虑 c-判别式解得曲线的切向量。曲线族与 y = 1

4x
4 交

于点 (±
√
2c, c2)，从而 (x′c, y

′
c) =

(
± 1√

2c
, 2c
)

. 当 c = 0 时曲线族中的曲线为 y = 0，它仍然与 y = 1
4x

4 在 (0, 0)

处相切，因此 y = 1
4x

4 是曲线族的包络，它也是方程的奇解.
(2) 设 V (x, y, c) = cy − (x − c)2, 则 V ′

x(x, y, c) = −2(x − c), V ′
y(x, y, c) = c, V ′

c (x, y, c) = y + 2(x − c). 由V (x, y, c) = 0,

V ′
c (x, y, c) = 0

解得 y = 0 和 4x + y = 0. 曲线族与 y = 0 交于点 (c, 0)，从而 (x′c, y
′
c) = (1, 0) 6= (0, 0)，

(V ′
x(c, 0, c), V

′
y(c, 0, c)) = (0, c). 当 c = 0 时曲线族中的曲线为 x = 0，它不与 y = 0 在 (0, 0) 点相切，因

此 y = 0 (x 6= 0) 是曲线族的包络. 曲线族与 4x + y = 0 交于点 (−c, 4c)，从而 (x′c, y
′
c) = (−1, 4) 6= (0, 0)，

(V ′
x(−c, 4c, c), V ′

y(−c, 4c, c)) = (4c, c). 当 c = 0时 x = 0也不与 4x+y = 0在 (0, 0)相切，因此 4x+y = 0 (x 6= 0)

是曲线族的包络. 因此奇解为 y ≡ 0 (x 6= 0) 和 4x+ y = 0 (x 6= 0).
(3)设 V (x, y, c) = y−c(x−c)2,则 V ′

x(x, y, c) = −2c(x−c), V ′
y(x, y, c) = 1 6= 0, V ′

c (x, y, c) = −(x−c)(x−3c).

由

V (x, y, c) = 0,

V ′
c (x, y, c) = 0

解得 y = 0和 y = 4
27x

3. 由于 V ′
y 6= 0，故只需考虑 c-判别式解得曲线的切向量。曲线族与

y = 0交于点 (c, 0)，故 (x′c, y
′
c) = (1, 0) 6= (0, 0)，但由于 c = 0时曲线族中的曲线也是 y = 0，因此 y = 0不是曲

线族的包络，但 y = 0 (x 6= 0) 可以作为奇解. 曲线族与 y = 4
27x

3 交于 (3c, 4c3)，故 (x′c, y
′
c) = (3, 12c2) 6= (0, 0)，

因此 y = 4
27x

3 是曲线族的包络. 由于 y = 4
27x

3 也过 (0, 0)，故过 (0, 0)点也至少存在两个解，因此奇解为 y ≡ 0

和 y = 4
27x

3.
(4) 设 V (x, y, c) = xy − cy + c2. 则 V ′

x(x, y, c) = y, V ′
y(x, y, c) = x − c, V ′

c (x, y, c) = −y + 2c. 由V (x, y, c) = 0,

V ′
c (x, y, c) = 0

解得

xc = 1
2c

2,

y = 2c,
即直线 y = 0 和 y = 4x. 由于 c = 0 时曲线族中的曲线为 y = 0

和 x = 0，故 y = 0 不是曲线族的包络. 曲线族与 y = 4x 交于 ( 12c, 2c)，从而 (x′c, y
′
c) = ( 12 , 2) 6= (0, 0),

(V ′
x(

1
2c, 2c, c), V

′
y(

1
2c, 2c, c)) = (2c,− 1

2c). c = 0 时曲线族中的曲线 y = 0 和 x = 0 不与 y = 4x 在 (0, 0) 相切，

故 y = 4x (x 6= 0) 是曲线族的包络. 因此奇解为 y = 4x (x 6= 0).

3. 求一条曲线，使其任一点处的切线与两条坐标轴所围成三角形的面积为 a2.

Proof. 由习题 2.5 题 3 可知所求曲线为 y = cx ±
√
2a
√
|c| (c 为任意非零常数) 和 y = ± a2

2x . 但学了本节内容，
本题还有另一种更好的方法：对于满足条件的曲线，它的切线族也满足题目条件；对于满足条件的直线族，它的

包络也是满足条件的曲线，因此只需要求出满足条件的直线族，再求出直线族的包络即可.
设直线 y = cx + d 满足与坐标轴所围三角形的面积为 a2，则 1

2

∣∣−d
c · d

∣∣ = a2，即 d = ±
√
2a
√
|c|. 于是直

线族 y = cx±
√
2a
√
|c| (c 为任意非零常数) 满足条件.

设 V (x, y, c) = cx − y +
√
2a
√
|c| (c 6= 0)，由

V (x, y, c) = 0

V ′
c (x, y, c) = 0

解得


x = −

√
2a sgn(c)
2
√

|c|
,

y =
√
2a
√

|c|
2 ,

即 xy =

−a2

2 sgn(c) = −a2

2 sgn(x) (x 6= 0). 由于 (x′c, y
′
c) =

( √
2a

4|c|
3
2
,
√
2a sgn(c)
4
√

|c|

)
6= (0, 0)，且 (V ′

x(xc, yc, c), V
′
y(xc, yc, c)) =

(c,−1) 6= (0, 0)，故 y = − a2

2x sgn(x) 是直线族的包络，为满足题目条件的曲线.
同理对直线族 y = cx−

√
2a
√
|c| (c 6= 0) 讨论可得 y = a2

2|x| 是满足条件的曲线.
综上，所求曲线为 y = cx±

√
2a
√
|c| (c 为任意非零常数) 和 y = ± a2

2x .
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4 解对初值和参数的依赖性

4.1 n 维线性空间中的微分方程

4.2 解对初值和参数的连续依赖性

1. 举例说明：当微分方程初值问题的解不唯一时，它的积分曲线族在局部范围内不能视作平行直线族.

Proof. 考虑初值问题： y′ = 3y
2
3 ,

y(0) = 0.

该问题在点 (0, 0) 处不满足 Lipschitz 条件，存在至少两个不同的解：

y1(x) ≡ 0, y2(x) = x3.

这两条积分曲线在点 (0, 0) 处相交。

平行直线族（例如 y = c，其中 c 为常数）中的任意两条不同的直线都是互不相交的。如果在 (0, 0) 的局部

范围内，积分曲线族可以视作平行直线族，意味着存在一个局部的拓扑同胚映射将积分曲线族变为平行直线族。

由于拓扑同胚映射是双射，必须保持集合的相交性质不变（即相交的曲线映射后仍相交，不交的映射后仍不交）。

积分曲线在交点处相交，而平行直线族互不相交，两者无法建立同胚映射。因此，当解不唯一时，积分曲线族在

局部范围内不能视作平行直线族。

2. 举例说明：当微分方程初值问题的解不唯一时，过某个初值点的最大解对于初值不是连续的.

Proof. 考虑微分方程初值问题：
y′ = 3y

2
3 , y(0) = η

该方程在 y = 0 处不满足 Lipschitz 条件，其解不唯一。记该初值问题的最大解为 Zη(x)。

当 η = 0 时，满足 y(0) = 0 的最大解为：

Z0(x) =

x3, x ⩾ 0

0, x < 0

当 η < 0 时，由分离变量法可得积分曲线为 y = (x − C)3，代入初值得 C = −η1/3。由于是求最大解，积
分曲线在 x = −η1/3 > 0 处到达 y = 0 后，应立刻沿正向分支继续向上延伸。故对所有的 x ∈ R，其最大解的
表达式统一为：

Zη(x) = (x+ η
1
3 )3

现取定 x = −1 处，考察最大解序列在极限过程中的表现。当 η = 0 时，由最大解的定义有：

Z0(−1) = 0

当 η < 0 且令 η → 0− 时，求最大解在 x = −1 处的极限：

lim
η→0−

Zη(−1) = lim
η→0−

(−1 + η
1
3 )3 = −1

显然 limη→0− Zη(−1) 6= Z0(−1)。这说明最大解序列的极限函数并不等于极限初值对应的最大解。因此，当

解不唯一时，过某个初值点的最大解对于初值是不连续的。
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3. 考虑初值问题 
dy
dx = f(x, y),

y(x0) = y0,

其中 f(x, y) 是连续函数. 设 y = ϕ(x;x0, y0) 是该初值问题的最大解. 证明: ϕ(x;x0, y0) 对于 y0 是右连续

的, 即
lim

y1→y0+0
ϕ(x;x0, y1) = ϕ(x;x0, y0)

在 |x− x0| ⩽ α 上成立, 其中 α > 0 是常数.

Proof. 设 y1 > y0. 由解的比较定理可知, 对于 y1 > y0, 它们对应的最大解在共同的存在区间内满足不等式:

ϕ(x;x0, y1) ⩾ ϕ(x;x0, y0)

取一个单调递减且趋于 y0 的序列 {y(n)1 }, 对应的最大解序列 ϕn(x) = ϕ(x;x0, y
(n)
1 ) 随 n 的增加而单调递减, 且

以 ϕ(x;x0, y0) 为下界. 因此, 对于闭区间 |x− x0| ⩽ α 上的每一点 x, 极限必定存在, 记为:

ψ(x) = lim
n→∞

ϕn(x) = lim
y1→y0+0

ϕ(x;x0, y1)

由于 f(x, y) 连续, 且最大解序列一致有界并等度连续 (等度连续是因为导函数 f 的有界性), 根据 Arzela-Ascoli
定理及极限过程求导与积分的交换性质, 极限函数 ψ(x) 必定也是微分方程 dy

dx = f(x, y) 的解, 且满足初始条件:

ψ(x0) = lim
y1→y0+0

y1 = y0

对先前的不等式 ϕ(x;x0, y1) ⩾ ϕ(x;x0, y0) 两端取极限, 得到:

ψ(x) ⩾ ϕ(x;x0, y0)

另一方面, 已知 ϕ(x;x0, y0) 是过点 (x0, y0) 的最大解. 根据最大解的定义, 经过该点的任何解都不能超过它, 即
必须有:

ψ(x) ⩽ ϕ(x;x0, y0)

综合以上两式, 必然有:
ψ(x) ≡ ϕ(x;x0, y0)

这证明了 limy1→y0+0 ϕ(x;x0, y1) = ϕ(x;x0, y0). 此外, 由于连续函数序列 ϕn(x) 单调递减且收敛于连续函数

ϕ(x;x0, y0), 根据 Dini 定理, 此收敛在紧区间 |x− x0| ⩽ α 上是一致的. 命题得证.

4.3 解对初值和参数的连续可微性

1、设函数 y = y(x, η) 是初值问题 
dy
dx = sinxy,

y(0) = η

的解. 证明:
∂y

∂η
(x, η) > 0.

Proof.
y(x, η) = η +

∫ x

0

sin(sy(s, η))ds
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等式两边对初值 η 求偏导数，得：

∂y

∂η
= 1 +

∫ x

0

s cos(sy(s, η))∂y
∂η

ds

令 u(x) = ∂y
∂η (x, η)，上式化为：

u(x) = 1 +

∫ x

0

s cos(sy(s, η))u(s)ds

对上式两端关于 x 求导，可知函数 u(x) 满足如下线性微分方程初值问题：du
dx = x cos(xy(x, η))u

u(0) = 1

求解该方程，得到：

u(x) = exp
(∫ x

0

s cos(sy(s, η))ds
)

由于指数函数恒大于零，因此在解存在的区间内必有：

∂y

∂η
(x, η) > 0.

2. 设函数 y(x;x0,y0) 是初值问题 
dy
dx = f(x,y),

y(x0) = y0

的解, 其中函数 f(x,y) 关于 (x,y) 是连续可微的. 证明:

∂y

∂x0
(x;x0,y0) +

∂y

∂y0

(x;x0,y0)f(x0,y0) ≡ 0.

Proof. 将初值问题的解写为积分方程形式:

y(x;x0,y0) = y0 +

∫ x

x0

f(s,y(s;x0,y0))ds

等式两端分别对 x0 和 y0 求偏导数:

∂y

∂x0
= −f(x0,y(x0;x0,y0)) +

∫ x

x0

∂f

∂y

∂y

∂x0
ds = −f(x0,y0) +

∫ x

x0

∂f

∂y

∂y

∂x0
ds

∂y

∂y0

= I +

∫ x

x0

∂f

∂y

∂y

∂y0

ds

其中 I 为单位矩阵.
两端对 x 求导, 得到 ∂y

∂x0
和 ∂y

∂y0
满足的线性变分方程初值问题:

d
dx

(
∂y
∂x0

)
= ∂f

∂y
∂y
∂x0

∂y
∂x0

∣∣∣
x=x0

= −f(x0,y0)
d

dx

(
∂y
∂y0

)
= ∂f

∂y
∂y
∂y0

∂y
∂y0

∣∣∣
x=x0

= I

构造函数 W (x) = ∂y
∂x0

+ ∂y
∂y0
f(x0,y0). 对其关于 x 求导:

dW
dx =

d
dx

(
∂y

∂x0

)
+

d
dx

(
∂y

∂y0

)
f(x0,y0) =

∂f

∂y

∂y

∂x0
+
∂f

∂y

∂y

∂y0

f(x0,y0) =
∂f

∂y
W (x)
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计算其在 x = x0 处的初始条件:

W (x0) = −f(x0,y0) + If(x0,y0) = 0

由于 W (x) 满足齐次线性常微分方程组且初值为零向量, 由常微分方程解的存在唯一性定理, 必定恒有:

W (x) ≡ 0

即 ∂y
∂x0

(x;x0,y0) +
∂y
∂y0

(x;x0,y0)f(x0,y0) ≡ 0. 命题得证.

补充说明：关于 W (x) ≡ 0 解的唯一性

最后一步直接得出 W (x) ≡ 0，其理论依据是常微分方程的 Picard 存在唯一性定理：

• 满足 Lipschitz 条件：W (x) 满足的方程 dW
dx = ∂f

∂yW 是一个一阶线性齐次微分方程组。由于前提

已知 f(x,y) 连续可微，故偏导数矩阵 ∂f
∂y 在有界闭区间上是连续且有界的。这保证了方程右端关于

未知量 W 自动满足全局 Lipschitz 条件。

• 零解的必然性：对于任何线性齐次方程组，恒为零的常向量函数 W (x) ≡ 0 显然是方程的一个特解，

并且它完美契合我们算出的初始条件 W (x0) = 0。

既然 Picard 定理的条件得到满足，那么过初值点 (x0,0) 的解有且仅有一个。因此，满足该初值问题的解

只能是这个唯一的零解，即必定恒有 W (x) ≡ 0。

3. 考虑二阶微分方程
x′′(t) + cx′(t) + g(x) = p(t),

其中 p(t) 是 2π-周期的连续函数, g(x) 是连续可微函数, c 为常数. 假设该方程的解是大范围存在的. 考虑
(x, x′(t))-平面上的变换

Φ : (x(0), x′(0)) 7→ (x(2π), x′(2π)).

证明: 对于 (x, x′(t))-平面上的有界区域 D, 有

Area(Φ(D)) = e−2πcArea(D).

Proof. 令 x1 = x, x2 = x′，将原二阶微分方程转化为一阶线性微分方程组：x′1 = x2

x′2 = −cx2 − g(x1) + p(t)

记相空间的点为向量 X = (x1, x2)
T，对应的向量场为 F (t,X) =

(
x2

−cx2 − g(x1) + p(t)

)
。计算该向量场

关于相变量 X 的散度（即雅可比矩阵的迹）：

∇ · F = tr
(
∂F

∂X

)
=

∂

∂x1
(x2) +

∂

∂x2
(−cx2 − g(x1) + p(t)) = 0− c = −c

设D(t)为初始有界区域D在方程的流作用下，经过时间 t演化得到的区域。记其面积为 A(t) = Area(D(t))。

根据刘维尔公式（Liouville’s formula）关于相体积演化的定理，面积 A(t) 随时间的变化率满足：

dA
dt =

∫∫
D(t)

(∇ · F ) dx1dx2 =

∫∫
D(t)

(−c) dx1dx2 = −c
∫∫

D(t)

dx1dx2 = −cA(t)

这是一个关于 A(t) 的一阶常微分方程，求解该方程可得面积随时间的演化规律：

A(t) = A(0)e−ct
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由题意知，初始时刻 t = 0 时的面积 A(0) = Area(D)。变换 Φ 映射到的是 t = 2π 时的相平面，即

Φ(D) = D(2π)。将 t = 2π 代入面积演化公式：

Area(Φ(D)) = A(2π) = A(0)e−c(2π) = e−2πcArea(D)

命题得证.

4. 求给定微分方程初值问题的解对初值或参数的导数:

(1)

y′ = 2x+ µy2,

y(0) = µ− 1,
求 ∂y

∂µ

∣∣∣
µ=0

;

(2)

y′′ = 2
x − 2

y ,

y(1) = 1, y′(1) = µ,
求 ∂y

∂µ

∣∣∣
µ=1

.

Proof. (1) 设解为 y(x, µ)，记 u(x) = ∂y
∂µ

∣∣∣
µ=0
。首先求 µ = 0 时的解 y(x, 0)。将 µ = 0 代入原初值问题：

y′ = 2x

y(0) = −1
=⇒ y(x, 0) = x2 − 1

将原方程两边对参数 µ 求偏导：

∂

∂µ
(y′) = y2 + 2µy

∂y

∂µ
=⇒ d

dx

(
∂y

∂µ

)
= y2 + 2µy

∂y

∂µ

代入 µ = 0 及 y(x, 0) = x2 − 1，得到 u(x) 满足的微分方程：

u′ = (x2 − 1)2 = x4 − 2x2 + 1

对初始条件 y(0, µ) = µ− 1 两边对 µ 求导，代入 µ = 0 得：

u(0) = 1

对 u(x) 积分求解：

u(x) =

∫ x

0

(s4 − 2s2 + 1)ds+ u(0) =
1

5
x5 − 2

3
x3 + x+ 1

故 ∂y
∂µ

∣∣∣
µ=0

= 1
5x

5 − 2
3x

3 + x+ 1。

(2) 设解为 y(x, µ)，记 v(x) = ∂y
∂µ

∣∣∣
µ=1
。首先求 µ = 1 时的解 y(x, 1)。将 µ = 1 代入原初值问题：

y′′ = 2
x − 2

y

y(1) = 1, y′(1) = 1

观察易知 y(x, 1) = x 是该初值问题的一个解，由初值问题解的存在唯一性定理，此即为所求。将原方程两边对

参数 µ 求偏导：
∂

∂µ
(y′′) =

2

y2
∂y

∂µ
=⇒ d2

dx2

(
∂y

∂µ

)
=

2

y2
∂y

∂µ

代入 µ = 1 及 y(x, 1) = x，得到 v(x) 满足的线性变分方程：

v′′ =
2

x2
v =⇒ x2v′′ − 2v = 0

对初始条件 y(1, µ) = 1, y′(1, µ) = µ 两边对 µ 求偏导，代入 µ = 1 得到 v(x) 的初始条件：

v(1) = 0, v′(1) = 1
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方程 x2v′′ − 2v = 0 为欧拉方程（见下面的补充说明），设特解形式为 v = xr，代入得特征方程：

r(r − 1)− 2 = 0 =⇒ (r − 2)(r + 1) = 0

解得 r1 = 2, r2 = −1。故其通解为 v(x) = C1x
2 + C2x

−1。由初始条件确定常数：v(1) = C1 + C2 = 0

v′(1) = 2C1 − C2 = 1
=⇒

C1 = 1
3

C2 = − 1
3

故 v(x) = 1
3x

2 − 1
3x。即

∂y
∂µ

∣∣∣
µ=1

= x3−1
3x 。

补充说明：第二问中 µ = 1 时解的唯一性依据

在求解第 (2) 题时，我们通过观察“猜”出了特解 y(x, 1) = x，并直接断言此即为所求。

将原二阶方程写为标准形式 y′′ = f(x, y, y′)，其中右端函数为：

f(x, y, y′) =
2

x
− 2

y

初始点状态为：x0 = 1, y(1) = 1, y′(1) = 1。

判断解是否唯一，核心在于检查函数 f 在该初始点 (1, 1, 1) 附近的性质：

• 连续性：在 (1, 1, 1) 附近，由于分母 x 6= 0 且 y 6= 0，函数 f(x, y, y′) 显然是连续的。

• Lipschitz 条件（偏导数连续）：考察 f 对未知函数 y 和 y′ 的偏导数：

∂f

∂y
=

2

y2
,

∂f

∂y′
= 0

在初始点 y = 1 的邻域内，分母 y2 6= 0，这两个偏导数也都是连续的。

偏导数在初始点附近连续，意味着方程在初始点附近满足局部的 Lipschitz条件。根据存在唯一性定理，满
足该条件的初值问题在 x0 = 1 的某个邻域内，有且仅有一个解。我们知道在任一点都局部唯一，所以这

就是唯一的一个解。

欧拉 (Euler) 方程补充说明
欧拉方程（具体指二阶柯西-欧拉方程）是一种特殊的变系数线性微分方程，其标准形式为：

x2
d2y

dx2 + ax
dy
dx + by = 0

其中 a, b 为常数。它的核心特点是自变量 x 的幂次与对应导数的阶数完全一致。

1. 求解方法：在 x > 0 范围内，尝试设解的形式为 y = xr。将其代入方程：

x2 · r(r − 1)xr−2 + ax · rxr−1 + bxr = 0

消去 xr 后得到关于 r 的特征方程（也称指标方程）：

r(r − 1) + ar + b = 0 =⇒ r2 + (a− 1)r + b = 0

2. 通解的三种情况：设特征方程的判别式为 ∆ = (a− 1)2 − 4b，根为 r1, r2：

• 情况 1：两个不相等的实根 (∆ > 0) 通解为：y = C1x
r1 + C2x

r2

• 情况 2：二重实根 (∆ = 0) 此时 r1 = r2 = 1−a
2 ，通解为：y = (C1 + C2 lnx)xr1

• 情况 3：共轭复根 (∆ < 0) 设 r = α± iβ，通解为：y = xα[C1 cos(β lnx) + C2 sin(β lnx)]
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5. 证明定理 4.7：
假设函数 f(x,y,λ) 在闭区域

G : |x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b, |λ| ⩽ c

上连续, 且对 y 和 λ 有连续偏导数, 则初值问题
dy
dx = f(x,y,λ),

y(x0) = y0

在闭区域 R : |x− x0| ⩽ h, |λ| ⩽ c 上的唯一解 y = ϕ(x;x0,y0,λ) 对 (x0,y0,λ) 可微.

Proof. 将初值问题转化为等价的积分方程形式:

ϕ(x;x0,y0,λ) = y0 +

∫ x

x0

f(s,ϕ(s;x0,y0,λ),λ)ds

根据解对初值及参数的连续可微性定理, 由于 f 对 y 和 λ 具有连续偏导数, 唯一解 ϕ 对 y0 和 λ 是连续可

微的, 即偏导数 ∂ϕ
∂y0
和 ∂ϕ

∂λ 存在且连续.
对于 x0 的偏导数, 利用积分方程对下限求导以及链式法则可得:

∂ϕ

∂x0
(x;x0,y0,λ) = −f(x0,y0,λ) +

∫ x

x0

∂f

∂y

∂ϕ

∂x0
ds

由此可知 ∂ϕ
∂x0
满足线性变分方程的初值问题, 结合先前习题 2 的证明结论, 解对初值点与初值的偏导数之间满

足恒等式:
∂ϕ

∂x0
(x;x0,y0,λ) = − ∂ϕ

∂y0

(x;x0,y0,λ)f(x0,y0,λ)

由于 ∂ϕ
∂y0
与 f 均连续, 故 ∂ϕ

∂x0
也连续.

综上, 解 ϕ 关于自变量 (x0,y0,λ) 的所有偏导数均存在且连续, 因此解 ϕ 对 (x0,y0,λ) 可微.
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5 线性微分方程组

5.1 一般理论

1. 设 Φ(x) 是齐次线性微分方程组 dy
dx = A(x)y 的一个基本解矩阵, 并且函数 f(x,y) 在区域 E : a < x <

b, |y| < +∞ 上连续. 证明: 初值问题 
dy
dx = A(x)y + f(x,y),

y(x0) = y0

等价于积分方程

y(x) = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s,y(s))ds,

其中 x0 ∈ (a, b).

Proof. 充分性: 假设 y(x) 满足上述积分方程. 将 x = x0 代入积分方程, 可得:

y(x0) = Φ(x0)Φ
−1(x0)y0 + 0 = y0

即满足初始条件. 将积分方程两端对 x 求导, 由于 dΦ
dx = A(x)Φ(x), 则有:

dy
dx = Φ′(x)Φ−1(x0)y0 +Φ′(x)

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s,y(s))ds+Φ(x)Φ−1(x)f(x,y(x))

= A(x)

[
Φ(x)Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s,y(s))ds
]
+ f(x,y(x))

= A(x)y(x) + f(x,y(x))

故 y(x) 是初值问题的解.
必要性: 利用常数变易法. 设初值问题的解为 y(x) = Φ(x)c(x), 代入原微分方程得:

Φ′(x)c(x) +Φ(x)c′(x) = A(x)Φ(x)c(x) + f(x,y(x))

由于 Φ′(x) = A(x)Φ(x), 上式化简为:

Φ(x)c′(x) = f(x,y(x)) =⇒ c′(x) = Φ−1(x)f(x,y(x))

从 x0 到 x 积分得:
c(x) = c(x0) +

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s,y(s))ds

由于 y(x0) = y0, 可知 c(x0) = Φ−1(x0)y0. 故:

c(x) = Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s,y(s))ds

将 c(x) 代回 y(x) = Φ(x)c(x), 得到积分方程:

y(x) = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s,y(s))ds

综上, 初值问题与该积分方程等价. 命题得证.

2. 设当 x ∈ (a, b) 时, 线性微分方程组 (5.1)

dy
dx = A(x)y + f(x)

中的函数 f(x) 不恒为零, 证明: 方程组 (5.1) 有且至多有 n+ 1 个线性无关解.
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Proof. 设对应的齐次线性微分方程组为:
dy
dx = A(x)y

由于未知函数 y 是 n 维向量, 系数矩阵 A(x) 为 n × n 矩阵, 该齐次方程组的解空间维数为 n, 存在 n 个线性

无关的基础解系, 记为 φ1(x),φ2(x), . . . ,φn(x). 同时, 由于 f(x) 不恒为零, 非齐次方程组 (5.1) 存在一个特解
ψ∗(x), 且 ψ∗(x) 显然不能是齐次方程组的解.

首先证明 (5.1) 至少存在 n+ 1 个线性无关解. 构造如下 n+ 1 个解:

ψi(x) = ψ
∗(x) + φi(x) (i = 1, 2, . . . , n)

ψn+1(x) = ψ
∗(x)

考虑它们的线性组合:
n+1∑
i=1

kiψi(x) = 0

将构造的解代入上式并整理得到: (
n+1∑
i=1

ki

)
ψ∗(x) +

n∑
i=1

kiφi(x) = 0

若
∑n+1
i=1 ki 6= 0, 则有 ψ∗(x) = − 1∑n+1

i=1 ki

∑n
i=1 kiφi(x). 这表明特解 ψ∗(x) 可以由齐次方程组的基础解系线性

表出, 即 ψ∗(x) 也是齐次方程组的解, 代入原方程会导致 f(x) ≡ 0, 与题设矛盾. 因此必然有
∑n+1
i=1 ki = 0. 将

其代回上式得:
n∑
i=1

kiφi(x) = 0

由于 φ1(x), . . . ,φn(x) 线性无关, 必须有 k1 = k2 = · · · = kn = 0. 结合
∑n+1
i=1 ki = 0, 可进一步推得 kn+1 = 0.

所以这 n+ 1 个解 ψ1, . . . ,ψn+1 线性无关, 即方程组至少有 n+ 1 个线性无关解.
其次证明 (5.1) 至多有 n+ 1 个线性无关解. 假设 (5.1) 存在 n+ 2 个解 y1,y2, . . . ,yn+2. 构造 n+ 1 个差

值向量:
zj = yj − yn+2 (j = 1, 2, . . . , n+ 1)

根据线性微分方程组解的性质, 任意两个非齐次方程解的差必定是对应齐次方程组的解. 故 z1, . . . , zn+1 均为齐

次方程组的解. 因为齐次方程组的解空间维数恰好为 n, 任意 n + 1 个解必定线性相关. 故存在不全为零的常数
c1, c2, . . . , cn+1 使得:

n+1∑
j=1

cjzj = 0 =⇒
n+1∑
j=1

cj(yj − yn+2) = 0

展开并整理得:
n+1∑
j=1

cjyj −

n+1∑
j=1

cj

yn+2 = 0

令 cn+2 = −
∑n+1
j=1 cj , 则上式可写为

∑n+2
j=1 cjyj = 0. 由于 c1, . . . , cn+1 不全为零, 这 n+ 2 个系数 c1, . . . , cn+2

也必定不全为零. 这意味着任意选取的 n+ 2 个解总是线性相关的. 因此, 方程组至多有 n+ 1 个线性无关解.
综上所述, 方程组 (5.1) 有且至多有 n+ 1 个线性无关解. 命题得证.

3. 证明: 向量组 
1

0

0

 ,


x

0

0

 ,


x2

0

0


不可能同时满足任何一个三阶齐次线性微分方程组.



5 线性微分方程组 68

Proof. 反证法. 假设这三个向量能同时满足某个三阶齐次线性微分方程组

y′ = A(x)y

其中 A(x) = (aij(x))3×3 为系数矩阵.
将第一个解 y1 = (1, 0, 0)T 代入该方程组, 其导数为 y′

1 = (0, 0, 0)T , 则有:

A(x)


1

0

0

 =


a11(x)

a21(x)

a31(x)

 =


0

0

0


由此可知, 矩阵 A(x) 的第一列元素必定全为 0.

将第二个解 y2 = (x, 0, 0)T 代入该方程组, 计算 A(x)y2:

A(x)


x

0

0

 =


xa11(x)

xa21(x)

xa31(x)

 =


0

0

0


但 y2 的实际导数为 y′

2 = (1, 0, 0)T . 这导致矛盾.
假设不成立, 命题得证.

另一种可行做法：

由于多项式 c0 + c1x+ c2x
2 恒为零当且仅当 c0 = c1 = c2 = 0, 故这个向量组线性无关. 假设它们同时满足

一个三阶齐次线性微分方程组, 则它们的 Wronsky 行列式不为 0. 但是实际上∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2

0 0 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0,

矛盾. 故命题得证.

4. 求解微分方程组 dx
dt = 2

tx+ 1,

dy
dt = 1

tx+ y.

Proof. 首先求解关于 x 的微分方程:
dx
dt − 2

t
x = 1

这是一阶线性非齐次常微分方程. 求解可得:

x(t) = e
∫

2
t dt
(∫

e−
∫

2
t dtdt+ C1

)
= t2

(∫
t−2dt+ C1

)
= t2

(
−1

t
+ C1

)
= C1t

2 − t

将解得的 x(t) 代入关于 y 的微分方程:
dy
dt =

1

t
(C1t

2 − t) + y =⇒ dy
dt − y = C1t− 1

这同样是一阶线性非齐次常微分方程. 求解可得:

y(t) = e
∫
1dt
(∫

(C1t− 1)e−
∫
1dtdt+ C2

)
= et

(∫
(C1t− 1)e−tdt+ C2

)
= et

(
−(C1t− 1)e−t +

∫
C1e−tdt+ C2

)
= et

(
−C1te−t + e−t − C1e−t + C2

)
= C2et − C1t− C1 + 1
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综上, 原微分方程组的通解为: x(t) = C1t
2 − t,

y(t) = C2et − C1t− C1 + 1,

其中 C1, C2 为任意常数.

如果我们在这题中使用本章节学习过的方法：

将原微分方程组写成矩阵形式:
dy
dt = A(t)y + f(t)

其中 y(t) =

(
x(t)

y(t)

)
, A(t) =

(
2
t 0
1
t 1

)
, f(t) =

(
1

0

)
.

第一步: 求齐次方程组 dy
dt = A(t)y 的基本解矩阵 Φ(t). 对应的齐次方程组为:dx

dt = 2
tx

dy
dt = 1

tx+ y

解第一个方程得 x(t) = C1t
2. 代入第二个方程得 dy

dt − y = C1t. 解得 y(t) = −C1(t+ 1) + C2et. 取两组线
性无关的解 (分别令 C1 = 1, C2 = 0 和 C1 = 0, C2 = 1):

φ1(t) =

(
t2

−(t+ 1)

)
, φ2(t) =

(
0

et

)

从而得到基本解矩阵:

Φ(t) =

(
t2 0

−(t+ 1) et

)

Φ−1(t) =
1

t2et

(
et 0

t+ 1 t2

)
=

(
t−2 0

(t−1 + t−2)e−t e−t

)

Φ−1(t)f(t) =

(
t−2 0

(t−1 + t−2)e−t e−t

)(
1

0

)
=

(
t−2

(t−1 + t−2)e−t

)
∫

Φ−1(t)f(t)dt =
( ∫

t−2dt∫
(t−1 + t−2)e−tdt

)
=

(
−t−1

−t−1e−t

)

第四步: 代入定理 5.4 的公式求通解. 令任意常数向量为 C =

(
C1

C2

)
:

y(t) = Φ(t)

(
C +

∫
Φ−1(t)f(t)dt

)
=

(
t2 0

−(t+ 1) et

)[(
C1

C2

)
+

(
−t−1

−t−1e−t

)]

=

(
C1t

2 − t

−C1t− C1 + 1 + t−1 + C2et − t−1

)

化简后得到最终解: x(t) = C1t
2 − t

y(t) = C2et − C1t− C1 + 1

结果与先前用消元法求解的结果完全一致.
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5. 考虑初值问题 
dy
dx = f(x,y),

y(x0) = y0,

其中 f(x,y) 关于 x 连续, 关于 y 连续可微. 设 y = ϕ(x;x0,y0) 是其唯一解. 证明:

det ∂ϕ
∂y0

(x;x0,y0) = e
∫ x
x0

tr( ∂f
∂y (s,ϕ(s;x0,y0)))ds

.

Proof. 记矩阵函数 Φ(x) = ∂ϕ
∂y0

(x;x0,y0). 对原初值问题两端关于 y0 求偏导数, 得到 Φ(x) 满足的变分方程初

值问题: dΦ
dx = ∂f

∂y (x,ϕ(x;x0,y0))Φ(x)

Φ(x0) = I

其中 I 为单位矩阵.
根据刘维尔公式, 齐次线性常微分方程组的解矩阵的行列式 W (x) = detΦ(x) 满足:

dW
dx = tr

(
∂f

∂y
(x,ϕ(x;x0,y0))

)
W (x)

对该一阶齐次线性常微分方程分离变量, 并从 x0 到 x 积分, 解得:

W (x) =W (x0)e
∫ x
x0

tr( ∂f
∂y (s,ϕ(s;x0,y0)))ds

由于初始条件为 Φ(x0) = I, 故 W (x0) = det I = 1. 代入上式即得:

det ∂ϕ
∂y0

(x;x0,y0) = e
∫ x
x0

tr( ∂f
∂y (s,ϕ(s;x0,y0)))ds

.

命题得证.

解向量：ϕ =


ϕ1

ϕ2
...
ϕn

, 初值向量：y0 =


y01

y02
...
y0n


因此，我们将这 n× n 个偏导数按照规则排列起来，就自然而然地形成了一个 n× n 的方阵：

∂ϕ

∂y0

=


∂ϕ1

∂y01

∂ϕ1

∂y02
· · · ∂ϕ1

∂y0n
∂ϕ2

∂y01

∂ϕ2

∂y02
· · · ∂ϕ2

∂y0n
...

... . . . ...
∂ϕn

∂y01

∂ϕn

∂y02
· · · ∂ϕn

∂y0n


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5.2 常系数线性微分方程组

1. 求解微分方程 dy
dx = Ay, 其中矩阵 A 如下:

(1) A =

(
2 1

3 4

)
; (2) A =

(
1 −1

−4 1

)
;

(3) A =


2 −1 1

1 2 −1

1 −1 2

; (4) A =


1 −1 −1

1 1 0

3 0 1

;

(5) A =


4 −1 −1

1 2 −1

1 −1 2

; (6) A =


2 −1 −1

3 −2 −3

−1 1 2

;

(7) A =


3 −2 −1

3 −4 −3

2 −4 0

; (8) A =


2 −1 −1

2 −1 −2

−1 1 2

.

Proof. (1) 特征方程为 det(A− λI) = λ2 − 6λ+ 5 = 0, 解得特征值 λ1 = 1, λ2 = 5. 对应于 λ1 = 1, 特征向量为

v1 =

(
1

−1

)
. 对应于 λ2 = 5, 特征向量为 v2 =

(
1

3

)
. 通解为:

y(x) = C1ex
(

1

−1

)
+ C2e5x

(
1

3

)

(2) 特征方程为 det(A − λI) = λ2 − 2λ − 3 = 0, 解得 λ1 = 3, λ2 = −1. 对应于 λ1 = 3, 特征向量为

v1 =

(
1

−2

)
. 对应于 λ2 = −1, 特征向量为 v2 =

(
1

2

)
. 通解为:

y(x) = C1e3x
(

1

−2

)
+ C2e−x

(
1

2

)

(3) 特征方程为 det(A− λI) = −(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3) = 0, 解得 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3. 分别求得对应的特

征向量: v1 =


0

1

1

 ,v2 =


1

1

1

 ,v3 =


1

0

1

. 通解为:

y(x) = C1ex


0

1

1

+ C2e2x


1

1

1

+ C3e3x


1

0

1


(4) 特征方程为 det(A − λI) = −(λ − 1)(λ2 − 2λ + 5) = 0, 解得 λ1 = 1, λ2,3 = 1 ± 2i. 对于 λ1 = 1, 对应

的特征向量为 v1 =


0

1

−1

. 对于复特征值 λ2 = 1 + 2i, 对应的特征向量为 v =


2i
1

3

. 求复值解的实部与虚部:

e(1+2i)x


2i
1

3

 = ex(cos 2x+ i sin 2x)


2i
1

3

, 实部为 ex


−2 sin 2x

cos 2x
3 cos 2x

, 虚部为 ex


2 cos 2x
sin 2x

3 sin 2x

. 通解为:

y(x) = C1ex


0

1

−1

+ C2ex


−2 sin 2x

cos 2x
3 cos 2x

+ C3ex


2 cos 2x
sin 2x

3 sin 2x


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(5) 特征方程为 det(A − λI) = −(λ − 2)(λ − 3)2 = 0, 解得 λ1 = 2, λ2 = λ3 = 3. 对于 λ1 = 2, 特征

向量为 v1 =


1

1

1

. 对于 λ = 3, 解方程组 (A − 3I)x = 0 即 x − y − z = 0, 得到两个线性无关的特征向量

v2 =


1

1

0

 ,v3 =


1

0

1

. 通解为:

y(x) = C1e2x


1

1

1

+ C2e3x


1

1

0

+ C3e3x


1

0

1


(6) 特征方程为 det(A − λI) = −λ(λ − 1)2 = 0, 解得 λ1 = 0, λ2 = λ3 = 1. 对于 λ1 = 0, 特征向量

为 v1 =


1

3

−1

. 对于 λ = 1, 解方程组 (A − I)x = 0 即 x − y − z = 0, 得到两个线性无关的特征向量

v2 =


1

1

0

 ,v3 =


1

0

1

. 通解为:

y(x) = C1


1

3

−1

+ C2ex


1

1

0

+ C3ex


1

0

1


(7) 特征方程为 det(A − λI) = −(λ + 5)(λ − 2)2 = 0, 解得 λ1 = −5, λ2 = λ3 = 2. 对于 λ1 = −5, 特征

向量为 v1 =


1

3

2

. 对于 λ = 2, 解方程组 (A − 2I)x = 0 即 x − 2y − z = 0, 得到两个线性无关的特征向量

v2 =


2

1

0

 ,v3 =


1

0

1

. 通解为:

y(x) = C1e−5x


1

3

2

+ C2e2x


2

1

0

+ C3e2x


1

0

1


(8) 第一步，求 A 的特征值. 易知 A 的特征多项式为

det(A− λE3) = −(λ− 1)3,

因此 A 的特征值为 λ1 = 1, 其重数为 3.
第二步，求方程组 (A− λ1E3)

3ξ = 0 的解. 由于 (A− λ1E3)
2 = 0, 故自然有 (A− λ1E3)

3 = 0, 因此得到
的三个线性无关解为

ξ
(1)
10 = (1, 0, 0)T, ξ

(1)
20 = (0, 1, 0)T, ξ

(1)
30 = (0, 0, 1)T.
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第三步，求解矩阵 Φ(x). 需要计算 ξ
(1)
11 , ξ

(1)
12 等, 具体如下:

ξ
(1)
11 = (A− λ1E3)ξ

(1)
10 = (1, 2,−1)T,

ξ
(1)
12 = (A− λ1E3)

2ξ
(1)
10 = (0, 0, 0)T,

ξ
(1)
21 = (A− λ1E3)ξ

(1)
20 = (−1,−2, 1)T,

ξ
(1)
22 = (A− λ1E3)

2ξ
(1)
20 = (0, 0, 0)T,

ξ
(1)
31 = (A− λ1E3)ξ

(1)
30 = (−1,−2, 1)T,

ξ
(1)
32 = (A− λ1E3)

2ξ
(1)
30 = (0, 0, 0)T.

因此

Φ(x) =


1 + x −x −x
2x 1− 2x −2x

−x x 1 + x

 ex.

于是, 所给方程组的所有解为
y = Φ(x)c,

其中 c 为任意三维常数向量.

2. 求解下列非齐次线性微分方程组:

(1)


dy
dx = z + 2ex,
dz
dx = y + ex;

(2)


dy
dx = z − 5 cosx,
dz
dx = 2y + z;

(3)


dy
dx = 4y − 3z + sinx,
dz
dx = 2y − z − 3 cosx.

Proof. 解 这里我们均采用消元法进行求解。

(1) 由第一式得 z = y′ − 2ex, 两边求导得 z′ = y′′ − 2ex. 代入第二式消去 z 可得:

y′′ − 2ex = y + ex =⇒ y′′ − y = 3ex

对应的齐次方程 y′′ − y = 0 的特征根为 r = ±1, 故齐次通解为 yh = C1ex +C2e−x. 因为 1 是特征单根, 设特解
为 y∗ = Axex, 代入得 2Aex = 3ex, 解得 A = 3

2 . 故 y(x) = C1ex + C2e−x + 3
2xex. 将其代回 z = y′ − 2ex 得:

z(x) =

(
C1ex − C2e−x + 3

2
ex + 3

2
xex
)
− 2ex = C1ex − C2e−x +

(
3

2
x− 1

2

)
ex

因此, 原方程组的通解为: y(x) = C1ex + C2e−x + 3
2xex,

z(x) = C1ex − C2e−x +
(
3
2x− 1

2

)
ex.

(2) 由第一式得 z = y′ + 5 cosx, 求导得 z′ = y′′ − 5 sinx. 代入第二式消去 z 可得:

y′′ − 5 sinx = 2y + (y′ + 5 cosx) =⇒ y′′ − y′ − 2y = 5 sinx+ 5 cosx

特征方程 r2 − r − 2 = 0 的根为 r1 = 2, r2 = −1. 设特解为 y∗ = A cosx+B sinx, 代入非齐次方程得:

(−A cosx−B sinx)− (−A sinx+B cosx)− 2(A cosx+B sinx) = 5 sinx+ 5 cosx
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比较对应系数可得: −3A−B = 5

A− 3B = 5
=⇒ A = −1, B = −2

故 y(x) = C1e2x + C2e−x − cosx− 2 sinx. 将其代回 z = y′ + 5 cosx 得:

z(x) = (2C1e2x − C2e−x + sinx− 2 cosx) + 5 cosx = 2C1e2x − C2e−x + 3 cosx+ sinx

因此, 原方程组的通解为: y(x) = C1e2x + C2e−x − cosx− 2 sinx,

z(x) = 2C1e2x − C2e−x + 3 cosx+ sinx.

(3) 由第一式求导得 y′′ = 4y′ − 3z′ + cosx. 将第二式 z′ 代入:

y′′ = 4y′ − 3(2y − z − 3 cosx) + cosx = 4y′ − 6y + 3z + 10 cosx

由第一式变换得 3z = 4y − y′ + sinx, 代入上式消去 z:

y′′ = 4y′ − 6y + (4y − y′ + sinx) + 10 cosx =⇒ y′′ − 3y′ + 2y = sinx+ 10 cosx

特征方程 r2 − 3r + 2 = 0 的根为 r1 = 1, r2 = 2. 设特解为 y∗ = A cosx+B sinx, 代入非齐次方程得:

(−A cosx−B sinx)− 3(−A sinx+B cosx) + 2(A cosx+B sinx) = sinx+ 10 cosx

比较对应系数可得: A− 3B = 10

3A+B = 1
=⇒ A =

13

10
, B = −29

10

故 y(x) = C1ex + C2e2x + 13
10 cosx− 29

10 sinx. 将其代回 z = 1
3 (4y − y′ + sinx) 计算 z(x):

z(x) =
1

3

[
4

(
C1ex + C2e2x + 13

10
cosx− 29

10
sinx

)
−
(
C1ex + 2C2e2x − 13

10
sinx− 29

10
cosx

)
+ sinx

]
= C1ex + 2

3
C2e2x + 27

10
cosx− 31

10
sinx

因此, 原方程组的通解为: y(x) = C1ex + C2e2x + 13
10 cosx− 29

10 sinx,

z(x) = C1ex + 2
3C2e2x + 27

10 cosx− 31
10 sinx.

3. 利用常数变易法求解下列非齐次线性微分方程组:

(1)


dy
dx = z + tan2 x− 1,

dz
dx = −y + tanx;

(2)


dy
dx = y − z + 1

cos x ,

dz
dx = 2y − z.

Proof. 解 (1) 将原方程组写成矩阵形式 dy
dx = Ay + f(x), 其中

y =

(
y

z

)
, A =

(
0 1

−1 0

)
, f(x) =

(
tan2 x− 1

tanx

)
.
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第一步, 求解齐次方程组 dy
dx = Ay. 矩阵 A 的特征方程为 det(A− λI) = λ2 + 1 = 0, 解得特征值为 λ = ±i. 对

应于 λ = i, 特征向量方程为
(
−i 1

−1 −i

)(
v1

v2

)
=

(
0

0

)
, 取特征向量 v =

(
1

i

)
. 由此得到复值解:

y∗(x) =

(
1

i

)
eix =

(
cosx+ i sinx
− sinx+ i cosx

)
取其实部和虚部作为两个线性无关的实解, 得到基本解矩阵为:

Φ(x) =

(
cosx sinx
− sinx cosx

)
.

第二步, 利用常数变易法求解非齐次方程组. 设通解为 y(x) = Φ(x)c(x), 代入原方程可得 Φ(x)c′(x) =

f(x), 即 c′(x) = Φ−1(x)f(x). 易求得逆矩阵 Φ−1(x) =

(
cosx − sinx
sinx cosx

)
. 故

c′(x) =

(
cosx − sinx
sinx cosx

)(
tan2 x− 1

tanx

)

=

(
cosx(tan2 x− 1)− sinx tanx
sinx(tan2 x− 1) + cosx tanx

)

=

(
sin2 x−cos2 x

cos x − sin2 x
cos x

sin3 x−sin x cos2 x
cos2 x + sinx

)

=

(
− cosx

sin3 x
cos2 x

)
.

积分求 c(x):
c1(x) =

∫
(− cosx)dx = − sinx+ C1,

c2(x) =

∫ sin3 x

cos2 xdx =

∫
1− cos2 x

cos2 x sinxdx u=cos x
=

∫ (
1− 1

u2

)
du = u+

1

u
+ C2 = cosx+ secx+ C2.

于是,

y(x) =

(
cosx sinx
− sinx cosx

)(
− sinx+ C1

cosx+ secx+ C2

)

=

(
cosx(− sinx+ C1) + sinx(cosx+ secx+ C2)

− sinx(− sinx+ C1) + cosx(cosx+ secx+ C2)

)

=

(
C1 cosx+ C2 sinx+ tanx
−C1 sinx+ C2 cosx+ 2

)
.

故原方程组的通解为: y(x) = C1 cosx+ C2 sinx+ tanx,

z(x) = −C1 sinx+ C2 cosx+ 2.

(2) 将原方程组写成矩阵形式 dy
dx = Ay + f(x), 其中

y =

(
y

z

)
, A =

(
1 −1

2 −1

)
, f(x) =

(
1

cos x
0

)
.

第一步, 求解齐次方程组 dy
dx = Ay. 矩阵 A 的特征方程为 det(A− λI) = λ2 + 1 = 0, 解得特征值为 λ = ±i. 对

应于 λ = i, 特征向量方程为
(
1− i −1

2 −1− i

)(
v1

v2

)
=

(
0

0

)
, 取特征向量 v =

(
1

1− i

)
. 由此得到复值解:

y∗(x) =

(
1

1− i

)
(cosx+ i sinx) =

(
cosx+ i sinx

cosx+ sinx+ i(sinx− cosx)

)
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取其实部和虚部, 得到基本解矩阵为:

Φ(x) =

(
cosx sinx

cosx+ sinx sinx− cosx

)
.

第二步, 利用常数变易法求非齐次方程组. 根据 c′(x) = Φ−1(x)f(x), 首先求出逆矩阵:

Φ−1(x) =
1

− cos2 x+ cosx sinx− sinx cosx− sin2 x

(
sinx− cosx − sinx

−(cosx+ sinx) cosx

)
=

(
cosx− sinx sinx
cosx+ sinx − cosx

)
.

故

c′(x) =

(
cosx− sinx sinx
cosx+ sinx − cosx

)(
1

cos x
0

)
=

(
1− tanx
1 + tanx

)
.

积分求 c(x):
c1(x) =

∫
(1− tanx)dx = x+ ln | cosx|+ C1,

c2(x) =

∫
(1 + tanx)dx = x− ln | cosx|+ C2.

于是,

y(x) =

(
cosx sinx

cosx+ sinx sinx− cosx

)(
x+ ln | cosx|+ C1

x− ln | cosx|+ C2

)

=

(
cosx(x+ ln | cosx|+ C1) + sinx(x− ln | cosx|+ C2)

(cosx+ sinx)(x+ ln | cosx|+ C1) + (sinx− cosx)(x− ln | cosx|+ C2)

)

=

(
C1 cosx+ C2 sinx+ x(cosx+ sinx) + (cosx− sinx) ln | cosx|
C1(cosx+ sinx) + C2(sinx− cosx) + 2x sinx+ 2 cosx ln | cosx|

)
.

故原方程组的通解为:y(x) = C1 cosx+ C2 sinx+ x(cosx+ sinx) + (cosx− sinx) ln | cosx|,

z(x) = C1(cosx+ sinx) + C2(sinx− cosx) + 2x sinx+ 2 cosx ln | cosx|.

4. 若微分方程组 y′ = Ay + f(x) 对于每个以 ω 为周期的连续向量函数 f(x) 都具有以 ω 为周期的解, 需
要对矩阵 A 的特征值加上什么条件?

解 设常系数非齐次线性微分方程组为 y′ = Ay + f(x).
第一步：证明寻找周期解等价于寻找满足 y(ω) = y(0) 的初值.
设存在一个解 y(x) 满足 y(ω) = y(0). 构造新函数 z(x) = y(x + ω). 求导得 z′(x) = y′(x + ω) =

Ay(x + ω) + f(x + ω). 由 f(x) 的周期性 f(x + ω) = f(x), 有 z′(x) = Az(x) + f(x), 故 z(x) 也是原方

程的解. 同时 z(0) = y(ω) = y(0). 根据初值问题解的唯一性定理, 满足相同微分方程且初值相同的解必重合,
故 z(x) ≡ y(x), 即 y(x + ω) ≡ y(x) 对任意 x 成立. 因此, 方程组有 ω 周期解的充要条件是存在某个解满足

y(ω) = y(0).
第二步：利用常数变易公式求解条件.
利用常数变易公式, 方程组满足初值条件 y(0) = y0 的解可表示为:

y(x) = eAxy0 +

∫ x

0

eA(x−s)f(s)ds

令 y(ω) = y(0) = y0, 代入上式得:
y0 = eAωy0 +

∫ ω

0

eA(ω−s)f(s)ds
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整理得关于未知向量 y0 的代数方程组:

(E − eAω)y0 =

∫ ω

0

eA(ω−s)f(s)ds

题设要求对于每个连续周期函数 f(x), 该方程组都存在周期解. 这意味着无论等式右端的积分常向量取何
值, 上述关于 y0 的线性代数方程组都必须有解. 其充要条件是系数矩阵非奇异, 即:

det(E − eAω) 6= 0

这等价于 1 不能是矩阵 eAω 的特征值.
设 λ 为 A 的任意特征值, 则 eλω 为 eAω 的特征值. 故必须满足:

eλω 6= 1

由复变函数性质, ez = 1 ⇐⇒ z = 2kπi (k ∈ Z). 因此:

λω 6= 2kπi =⇒ λ 6= 2kπ

ω
i (k ∈ Z)

综上所述, 需要对矩阵 A 的特征值加上的条件是: A 的任何特征值都不能是纯虚数 2π
ω i 的整数倍 (包括 0).

□

5.3 高阶线性微分方程

1. 求解下列微分方程:
(1) y′′ + y′ − 2y = 0;
(2) y′′ + 4y = 0;
(3) y(4) − 5y′′ + 4y = 0;
(4) y′′ + y = 4 sinx;
(5) y′′ − 4y′ + 8y = e2x + sin 2x;
(6) y′′ − 2y′ + y = 6xex;
(7) y′′ − 6y′ + 8y = 5xe2x + 2e4x sinx.

解 (1) 特征方程为 r2 + r − 2 = 0, 解得 r1 = 1, r2 = −2. 故原方程的通解为:

y = C1ex + C2e−2x

(2) 特征方程为 r2 + 4 = 0, 解得 r = ±2i. 故原方程的通解为:

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x

(3) 特征方程为 r4 − 5r2 + 4 = 0, 即 (r2 − 1)(r2 − 4) = 0, 解得 r = ±1,±2. 故原方程的通解为:

y = C1ex + C2e−x + C3e2x + C4e−2x

(4) 对应的齐次方程 y′′ + y = 0 的特征根为 r = ±i. 由于非齐次项 f(x) = 4 sinx, 且 i 是特征单根, 故设特
解为 y∗ = x(A cosx+B sinx). 求导得:

y∗′ = (A+Bx) cosx+ (B −Ax) sinx

y∗′′ = (2B −Ax) cosx− (2A+Bx) sinx

代入原方程得: −2A sinx+ 2B cosx = 4 sinx. 比较系数得 A = −2, B = 0. 故特解为 y∗ = −2x cosx. 原方程的
通解为:

y = C1 cosx+ C2 sinx− 2x cosx
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(5) 对应的齐次方程 y′′ − 4y′ +8y = 0 的特征根为 r2 − 4r+8 = 0, 解得 r = 2± 2i. 对于 f1(x) = e2x, 由于
2 不是特征根, 设特解 y∗1 = Ae2x. 代入方程得 4A− 8A+ 8A = 1 =⇒ A = 1

4 . 对于 f2(x) = sin 2x, 由于 2i 不
是特征根, 设特解 y∗2 = B cos 2x+ C sin 2x. 代入方程得:

(−4B cos 2x− 4C sin 2x)− 4(−2B sin 2x+ 2C cos 2x) + 8(B cos 2x+ C sin 2x) = sin 2x

整理得 (4B − 8C) cos 2x + (8B + 4C) sin 2x = sin 2x. 比较系数有 4B − 8C = 0 且 8B + 4C = 1, 解得
B = 1

10 , C = 1
20 . 故原方程的通解为:

y = e2x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x) +
1

4
e2x + 1

10
cos 2x+

1

20
sin 2x

(6) 对应的齐次方程 y′′ − 2y′ + y = 0 的特征根为 r = 1 (二重根). 由于非齐次项 f(x) = 6xex, 且
1 是特征二重根, 设特解为 y∗ = x2(Ax + B)ex = (Ax3 + Bx2)ex. 为计算简便, 可作代换令 y = uex, 则
y′′ − 2y′ + y = u′′ex = 6xex. 从而 u′′ = 6x, 积分两次可得特解 u = x3, 故 y∗ = x3ex. 原方程的通解为:

y = (C1 + C2x)ex + x3ex

(7)对应的齐次方程 y′′− 6y′+8y = 0 的特征根为 r2− 6r+8 = 0, 解得 r1 = 2, r2 = 4. 对于 f1(x) = 5xe2x,
由于 2 是特征单根, 设 y∗1 = x(Ax + B)e2x. 令 y = ue2x, 代入原方程左端化简为 (u′′ − 2u′)e2x = 5xe2x.
将 u = Ax2 + Bx 代入 u′′ − 2u′ = 5x, 得 2A − 2(2Ax + B) = 5x, 即 −4Ax + (2A − 2B) = 5x. 解得
A = − 5

4 , B = − 5
4 , 故 y∗1 = − 5

4 (x
2 + x)e2x. 对于 f2(x) = 2e4x sinx, 由于 4 + i 不是特征根, 令 y = ve4x,

代入原方程左端化简为 (v′′ + 2v′)e4x = 2e4x sinx. 设 v = C cosx + D sinx, 代入 v′′ + 2v′ = 2 sinx, 得
(−C cosx − D sinx) + 2(−C sinx + D cosx) = 2 sinx. 比较系数有 −C + 2D = 0 且 −2C − D = 2, 解得
C = − 4

5 , D = − 2
5 . 故 y∗2 = − 1

5 (4 cosx+ 2 sinx)e4x. 原方程的通解为:

y = C1e2x + C2e4x − 5

4
(x2 + x)e2x − 2

5
(2 cosx+ sinx)e4x

□

2. 利用常数变易法求解下列微分方程:
(1) y′′ − 2y′ + y = x−1ex;
(2) y′′ + 4y = 2 tanx;
(3) y′′ − y = x−1 − 2x−3.

解 (1) 对应的齐次方程 y′′ − 2y′ + y = 0 的特征方程为 r2 − 2r + 1 = 0, 解得二重特征根 r1 = r2 = 1. 齐次方
程的基础解系为 y1 = ex, y2 = xex. 利用常数变易法, 设非齐次方程的通解为 y = C1(x)ex + C2(x)xex. 列出常
数变易法的方程组: C ′

1(x)ex + C ′
2(x)xex = 0

C ′
1(x)ex + C ′

2(x)(x+ 1)ex = x−1ex

将第二式减去第一式, 可得:
C ′

2(x)ex = x−1ex =⇒ C ′
2(x) = x−1

代入第一式可得:
C ′

1(x) = −xC ′
2(x) = −1

分别对 C ′
1(x) 和 C ′

2(x) 积分:

C1(x) =

∫
(−1)dx = −x+ C1

C2(x) =

∫
x−1dx = ln |x|+ C2
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将 C1(x) 和 C2(x) 代回通解表达式:

y = (−x+ C1)ex + (ln |x|+ C2)xex

= C1ex + C2xex − xex + xex ln |x|

由于 −xex 可以并入 C2xex 的常数项中, 原方程的通解可以化简为:

y = C1ex + C2xex + xex ln |x|

(2) 对应的齐次方程 y′′ + 4y = 0 的特征方程为 r2 + 4 = 0, 解得特征根 r = ±2i. 齐次方程的基础解系为
y1 = cos 2x, y2 = sin 2x. 设非齐次方程的通解为 y = C1(x) cos 2x+ C2(x) sin 2x. 列出常数变易法的方程组:C ′

1(x) cos 2x+ C ′
2(x) sin 2x = 0

−2C ′
1(x) sin 2x+ 2C ′

2(x) cos 2x = 2 tanx

解此方程组: 由第一式得 C ′
2(x) = −C ′

1(x)
cos 2x
sin 2x , 代入第二式化简可直接解得:

C ′
1(x) = − sin 2x tanx = −2 sin2 x = cos 2x− 1

C ′
2(x) = cos 2x tanx = (2 cos2 x− 1)

sinx
cosx = 2 sinx cosx− sinx

cosx = sin 2x− tanx

分别积分可得:

C1(x) =

∫
(cos 2x− 1)dx =

1

2
sin 2x− x+ C1

C2(x) =

∫
(sin 2x− tanx)dx = −1

2
cos 2x+ ln | cosx|+ C2

代回通解表达式:

y =

(
1

2
sin 2x− x+ C1

)
cos 2x+

(
−1

2
cos 2x+ ln | cosx|+ C2

)
sin 2x

= C1 cos 2x+ C2 sin 2x+
1

2
sin 2x cos 2x− x cos 2x− 1

2
cos 2x sin 2x+ sin 2x ln | cosx|

= C1 cos 2x+ C2 sin 2x− x cos 2x+ sin 2x ln | cosx|

(3) 对应的齐次方程 y′′ − y = 0 的特征方程为 r2 − 1 = 0, 解得特征根 r = ±1. 齐次方程的基础解系为
y1 = ex, y2 = e−x. 设非齐次方程的通解为 y = C1(x)ex + C2(x)e−x. 列出常数变易法的方程组:C ′

1(x)ex + C ′
2(x)e−x = 0

C ′
1(x)ex − C ′

2(x)e−x = x−1 − 2x−3

两式相加并除以 2, 两式相减并除以 2, 分别得到:

C ′
1(x) =

1

2
(x−1 − 2x−3)e−x

C ′
2(x) = −1

2
(x−1 − 2x−3)ex

对 C ′
1(x) 采用分部积分法求解 (注意拆项与凑微分规律):

C1(x) =
1

2

∫
(x−1 − 2x−3)e−xdx =

1

2

(∫
x−1e−xdx+

∫
e−xd(x−2)

)
=

1

2

(∫
x−1e−xdx+ x−2e−x −

∫
x−2e−xd(−x)

)
=

1

2

(∫
x−1e−xdx+ x−2e−x −

∫
e−xd(x−1)

)
=

1

2

(∫
x−1e−xdx+ x−2e−x − x−1e−x −

∫
x−1e−xdx

)
=

1

2
(x−2 − x−1)e−x + C1
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同理, 对 C ′
2(x) 积分:

C2(x) = −1

2

∫
(x−1 − 2x−3)exdx = −1

2

(∫
x−1exdx+

∫
exd(x−2)

)
= −1

2

(∫
x−1exdx+ x−2ex −

∫
x−2exdx

)
= −1

2

(∫
x−1exdx+ x−2ex +

∫
exd(x−1)

)
= −1

2

(∫
x−1exdx+ x−2ex + x−1ex −

∫
x−1exdx

)
= −1

2
(x−2 + x−1)ex + C2

最后将 C1(x) 和 C2(x) 代回通解表达式:

y =

[
1

2
(x−2 − x−1)e−x + C1

]
ex +

[
−1

2
(x−2 + x−1)ex + C2

]
e−x

= C1ex + C2e−x + 1

2
(x−2 − x−1)− 1

2
(x−2 + x−1)

= C1ex + C2e−x − x−1

□

3. 考虑微分方程
y′′ + ay′ + by = f(x),

其中 a, b 为常数, 连续函数 f(x) 满足 |f(x)| ⩽ m, 而对应的特征方程的根为 λ1, λ2, 且 λ2 < λ1 < 0. 求出
该方程的有界解, 并证明:
(1) 该方程的其他解当 x→ +∞ 时趋向于有界解;
(2) 如果 f(x) 是周期函数, 则该方程的有界解也是周期的.

解 首先求该方程的有界解. 齐次方程 y′′ + ay′ + by = 0 的特征根为 λ1, λ2. 齐次方程的基础解系为 y1(x) =

eλ1x, y2(x) = eλ2x. 利用常数变易法求非齐次方程的特解, 其 Wronsky 行列式为:

W (x) =

∣∣∣∣∣ eλ1x eλ2x

λ1eλ1x λ2eλ2x

∣∣∣∣∣ = (λ2 − λ1)e(λ1+λ2)x

y∗(x) =

∫ x

−∞

y1(s)y2(x)− y1(x)y2(s)

W (s)
f(s)ds

=

∫ x

−∞

eλ1seλ2x − eλ1xeλ2s

(λ2 − λ1)e(λ1+λ2)s
f(s)ds

=
1

λ1 − λ2

∫ x

−∞

[
eλ1(x−s) − eλ2(x−s)

]
f(s)ds

下面验证 y∗(x) 确实是一个有界解. 由已知条件 |f(x)| ⩽ m, 对上式取绝对值并放缩:

|y∗(x)| ⩽ 1

λ1 − λ2

∫ x

−∞

∣∣∣eλ1(x−s) − eλ2(x−s)
∣∣∣ |f(s)|ds

|y∗(x)| ⩽ m

λ1 − λ2

∫ x

−∞

(
eλ1(x−s) − eλ2(x−s)

)
ds = m

λ1λ2

由于 λ1, λ2 均为常数, 故 |y∗(x)| 存在有限的上界 m
λ1λ2

, 即 y∗(x) 就是所求的方程的有界解.
(1) 原非齐次微分方程的任意解 y(x) 均可表示为通解与特解之和:

y(x) = C1eλ1x + C2eλ2x + y∗(x)
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考察该解与有界解 y∗(x) 的差值:
y(x)− y∗(x) = C1eλ1x + C2eλ2x

因为特征根满足 λ2 < λ1 < 0, 所以当 x→ +∞ 时, eλ1x → 0 且 eλ2x → 0. 从而 lim
x→+∞

(y(x)− y∗(x)) = 0. 这就
证明了方程的任何其他解当 x→ +∞ 时, 都会无限趋近于该有界解.

(2) 设 f(x) 是以 T 为周期的函数, 即对任意 x 满足 f(x + T ) = f(x). 将 x + T 代入有界解 y∗(x) 的积分

表达式中:

y∗(x+ T ) =
1

λ1 − λ2

∫ x+T

−∞

[
eλ1(x+T−s) − eλ2(x+T−s)

]
f(s)ds

作变量代换令 v = s− T , 则 s = v + T , ds = dv. 当 s→ −∞ 时 v → −∞; 当 s = x+ T 时 v = x. 代入积分式
得:

y∗(x+ T ) =
1

λ1 − λ2

∫ x

−∞

[
eλ1(x+T−(v+T )) − eλ2(x+T−(v+T ))

]
f(v + T )dv

=
1

λ1 − λ2

∫ x

−∞

[
eλ1(x−v) − eλ2(x−v)

]
f(v)dv

= y∗(x)

这表明 y∗(x+ T ) = y∗(x) 对所有 x 恒成立, 因此该有界解也是以 T 为周期的函数. 证明完毕. □

4. 证明: 微分方程 y′′ − x2y = 0 以 y(0) = 1, y′(0) = 0 为初始条件的解是一个处处为正的偶函数.

解 设 y = ϕ(x) 是该初值问题的解. 我们分两步进行证明.
第一步: 证明 ϕ(x) 是偶函数. 构造一个新函数 ψ(x) = ϕ(−x). 对其求导可得:

ψ′(x) = −ϕ′(−x)

ψ′′(x) = ϕ′′(−x)

将 ψ(x) 代入原微分方程的左边:

ψ′′(x)− x2ψ(x) = ϕ′′(−x)− x2ϕ(−x) = ϕ′′(−x)− (−x)2ϕ(−x)

因为 ϕ(x) 是原方程的解, 故 ϕ′′(−x)− (−x)2ϕ(−x) = 0 恒成立. 这说明 ψ(x) 同样满足微分方程 y′′ − x2y = 0.
再检验 ψ(x) 的初始条件:

ψ(0) = ϕ(0) = 1

ψ′(0) = −ϕ′(0) = −0 = 0

可以看出, ψ(x) 和 ϕ(x) 满足完全相同的二阶线性常微分方程以及完全相同的初始条件. 根据初值问题解的唯一
性定理, 必定有 ψ(x) ≡ ϕ(x), 即 ϕ(−x) = ϕ(x) 对所有 x 恒成立. 故该方程的解是一个偶函数.
第二步: 证明 ϕ(x) 处处为正. 由第一步可知解是偶函数, 因此我们只需要证明当 x ⩾ 0 时, 有 ϕ(x) > 0 即

可. 已知初始条件 ϕ(0) = 1 > 0. 由函数的连续性可知, 在 x = 0 的右侧存在一个邻域, 在此邻域内 ϕ(x) > 0. 假
设 ϕ(x) 并非对所有 x ⩾ 0 都为正, 由于它是连续函数, 则必定存在一个最小的正零点 x0 > 0, 使得 ϕ(x0) = 0,
并且对于所有的 x ∈ [0, x0) 都有 ϕ(x) > 0. 在区间 (0, x0) 内, 因为 x > 0 且 ϕ(x) > 0, 根据原微分方程
ϕ′′(x) = x2ϕ(x), 我们可以推导出:

ϕ′′(x) > 0 (x ∈ (0, x0))

这意味着导函数 ϕ′(x) 在区间 [0, x0] 上是严格单调递增的. 又因为 ϕ′(0) = 0, 所以对于任意 x ∈ (0, x0], 都有
ϕ′(x) > ϕ′(0) = 0. 既然一阶导数 ϕ′(x) > 0, 这表明原函数 ϕ(x) 在区间 [0, x0] 上是严格单调递增的. 因此, 必定
有:

ϕ(x0) > ϕ(0) = 1 > 0
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这与我们之前假设的 ϕ(x0) = 0 产生了矛盾. 这个矛盾说明, 不存在这样的正零点 x0. 从而对于所有的 x ⩾ 0,
都有 ϕ(x) > 0. 再结合 ϕ(x) 是偶函数的性质, 即可得出对于所有的实数 x, 该解都满足 ϕ(x) > 0.

综上所述, 该初值问题的解是一个处处为正的偶函数. 命题得证. □

5. 考虑微分方程 y′′ + y = 0. 设 y = c(x) 和 y = s(x) 分别是该方程满足初始条件

c(0) = 1, c′(0) = 0

和

s(0) = 0, s′(0) = 1

的解. 不求解微分方程, 请证明:
(1) c(x) 是偶函数, s(x) 是奇函数;
(2) s2(x) + c2(x) ≡ 1;
(3) s(α+ β) = s(α)c(β) + c(α)s(β);
(4) 如果 τ 是 c(x) 在 x > 0 上的第一个零点, 则 c(x) 和 s(x) 均是以 4τ 为周期的.

解 我们首先来证明：s′(x) = c(x) 与 c′(x) = −s(x)。
令 u(x) = s′(x)，对其求导得 u′′(x) = s′′′(x)。由于 s′′(x) + s(x) = 0，两端求导得 s′′′(x) + s′(x) = 0，即

u′′(x) + u(x) = 0。考察其初值：u(0) = s′(0) = 1，u′(0) = s′′(0) = −s(0) = 0。可见 u(x) 满足与 c(x) 完全

相同的微分方程和初始条件，由解的唯一性定理得 u(x) ≡ c(x)，即 s′(x) = c(x)。同理，令 v(x) = −c′(x)，则
v′′(x)+v(x) = −(c′′′(x)+c′(x)) = −(c′′(x)+c(x))′ = 0。其初值：v(0) = −c′(0) = 0，v′(0) = −c′′(0) = c(0) = 1。

可见 v(x) 满足与 s(x) 完全相同的微分方程和初始条件，由唯一性定理得 v(x) ≡ s(x)，即 c′(x) = −s(x)。
(1) 证明 c(x) 是偶函数, s(x) 是奇函数
令 y1(x) = c(−x)，则 y′′1 (x)+y1(x) = c′′(−x)+c(−x) = 0。初始条件为 y1(0) = c(0) = 1，y′1(0) = −c′(0) = 0。

y1(x)与 c(x)满足相同的初值问题，由解的唯一性定理得 c(−x) ≡ c(x)，故 c(x)是偶函数。令 y2(x) = −s(−x)，则
y′′2 (x)+y2(x) = −s′′(−x)−s(−x) = −(−s(−x))−s(−x) = 0。初始条件为 y2(0) = −s(0) = 0，y′2(0) = s′(0) = 1。

y2(x) 与 s(x) 满足相同的初值问题，由唯一性定理得 −s(−x) ≡ s(x)，即 s(−x) = −s(x)，故 s(x) 是奇函数。

(2) 证明 s2(x) + c2(x) ≡ 1

构造辅助函数 E(x) = c2(x)+ s2(x)。对其求导，并代入前面证明的导数关系 c′(x) = −s(x)和 s′(x) = c(x)：

E′(x) = 2c(x)c′(x) + 2s(x)s′(x) = 2c(x)(−s(x)) + 2s(x)c(x) = 0

这说明 E(x) 必须是一个常数。代入 x = 0 时的初始条件：

E(x) ≡ E(0) = c2(0) + s2(0) = 12 + 02 = 1

故 s2(x) + c2(x) ≡ 1 恒成立。

(3) 证明 s(α+ β) = s(α)c(β) + c(α)s(β)

将 β 视为常数，令 f(α) = s(α+β)。则 f ′′(α)+f(α) = s′′(α+β)+s(α+β) = 0。其初始条件为：f(0) = s(β)，

f ′(0) = s′(β) = c(β)。再令 g(α) = s(α)c(β)+c(α)s(β)。则 g′′(α)+g(α) = (s′′(α)c(β)+c′′(α)s(β))+(s(α)c(β)+

c(α)s(β)) = 0。其初始条件为：

g(0) = s(0)c(β) + c(0)s(β) = 0 + 1 · s(β) = s(β)

g′(0) = s′(0)c(β) + c′(0)s(β) = 1 · c(β) + 0 = c(β)

由于 f(α) 与 g(α) 作为关于 α 的函数，满足相同的微分方程和初始条件，由解的唯一性定理得 f(α) ≡ g(α)。

命题得证。

(4) 证明 c(x) 和 s(x) 均是以 4τ 为周期的
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为了完成此证明，我们仿照 (3) 先证明 c 的加法公式 c(α+ β) = c(α)c(β)− s(α)s(β)。令 F (α) = c(α+ β)，

则 F (0) = c(β)，F ′(0) = c′(β) = −s(β)。令 G(α) = c(α)c(β) − s(α)s(β)，则 G(0) = c(0)c(β) − 0 = c(β)，

G′(0) = c′(0)c(β)−s′(0)s(β) = −s(β)。两者均满足 y′′+y = 0，由唯一性定理得 c(α+β) = c(α)c(β)−s(α)s(β)。
已知 τ 是 c(x) 在 x > 0 上的第一个零点，即 c(τ) = 0。由 (2) 的结论 s2(τ) + c2(τ) = 1 可知 s2(τ) = 1。

因为 c(0) = 1 > 0 且 τ 是第一个正零点，所以当 x ∈ (0, τ) 时有 c(x) > 0。又因 s′(x) = c(x) > 0，说明 s(x) 在

[0, τ ] 上严格单调递增。结合 s(0) = 0，必有 s(τ) > 0，故 s(τ) = 1。利用已证的两个加法公式，计算变量平移

τ 后的函数关系：

s(x+ τ) = s(x)c(τ) + c(x)s(τ) = s(x) · 0 + c(x) · 1 = c(x)

c(x+ τ) = c(x)c(τ)− s(x)s(τ) = c(x) · 0− s(x) · 1 = −s(x)

进而计算平移 2τ 和 4τ 的关系：

s(x+ 2τ) = s((x+ τ) + τ) = c(x+ τ) = −s(x)

c(x+ 2τ) = c((x+ τ) + τ) = −s(x+ τ) = −c(x)

再次平移 2τ 得到 4τ 的关系：

s(x+ 4τ) = −s(x+ 2τ) = −(−s(x)) = s(x)

c(x+ 4τ) = −c(x+ 2τ) = −(−c(x)) = c(x)

这表明对于所有的 x，均有 s(x+ 4τ) = s(x) 且 c(x+ 4τ) = c(x)。因此 c(x) 和 s(x) 均是以 4τ 为周期的函数。

证明完毕。 □
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