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概率论期末往年题

1 2013 年期末考题
出题人：任艳霞 教授

1.（10 分）
(1) X 是取非负整数值的随机变量，且 EX < ∞。
证明：

EX =

∞∑
i=1

P (X ⩾ i).

(2) X 与 Y 相互独立，都是取非负整数值的随机变量，且 E(X + Y ) < ∞。
证明：

E
(
max{X,Y }

)
=

∞∑
i=0

[1− P (X ⩽ i)P (Y ⩽ i)] .

2.（10 分）X 与 Y 的联合概率密度函数如下：

f(x, y) =
1

y
e−x/y−y, 0 < x, y < ∞.

(1) 计算 Y = y 条件下 X 的条件概率密度；

(2) 求 P (X > 1 | Y = y)，y ∈ (0,∞)。

3.（15 分）X1 与 X2 是相互独立的随机变量，且均满足标准正态分布。

令

Y1 =
X1 +X2

2
, Y2 =

(X1 −X2)
2

4
.

(1) Y1 与 Y2 是否独立？为什么？

(2) 求 Y1, Y2 的联合密度函数。

4.（10 分）汽车的保险索赔额是随机变量，服从指数分布。在有了扣除额 d（即 d 以下不赔付，d 以上则减去 d）之后

赔付额的期望减少了 10%，问方差减少了百分之多少？

5.（10 分）随机变量 X1, . . . , Xn 相互独立，且均服从泊松分布。

证明：

X1 + · · ·+Xn

服从泊松分布。

6.（10 分）n 次重复独立试验，结果为 1, 2, . . . , k，概率分别为 p1, . . . , pk，且

k∑
i=1

pi = 1.

令 Ni 表示出现 i 的次数，对 i ̸= j，求

E(Nj | Ni > 0).

7.（10 分）Xi (i = 1, 2, . . . , 12) 是独立同分布的随机变量，且服从 (0, 1) 间的均匀分布。

求

P

(
12∑
i=1

Xi > 6

)
的近似值。

8.（10 分）随机变量 Xn 互相独立，且 X2n 服从参数为 λ 的泊松分布，X2n+1 服从 B(3, p)。

记

Sn =

n∑
j=1

Xj ,

求常数列 cn, σn，使得
S2n − c2n

σ2n

依分布收敛到标准正态分布。

9.（15 分）随机变量 Un, Vn, n ⩾ 1，且 Un 依概率收敛到常数 c，Vn 依概率收敛到常数 d。

证明：

UnVn

依概率收敛到 cd。
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概率论期末往年题

2 2013 年期末题解答部分
1. (1) X 是取非负整数值的随机变量，且 EX < ∞。

证明：

EX =
∞∑
i=1

P (X ⩾ i).

解答

EX =

∞∑
m=0

mP (X = m) =

∞∑
m=1

m∑
i=1

P (X = m).

由于各项非负，可以交换求和次序，得

EX =

∞∑
i=1

∞∑
m=i

P (X = m) =

∞∑
i=1

P (X ⩾ i).

(2) X 与 Y 相互独立，都是取非负整数值的随机变量，且 E(X + Y ) < ∞。
证明：

E(max{X,Y }) =
∞∑
i=0

[1− P (X ⩽ i)P (Y ⩽ i)] .

解答 令

Z = max{X,Y }.

则 Z 仍取非负整数值，且 Z ⩽ X + Y，所以 EZ < ∞。
由第 (1) 问，

EZ =

∞∑
m=1

P (Z ⩾ m) =

∞∑
i=0

P (Z > i).

又

{Z ⩽ i} = {X ⩽ i, Y ⩽ i}.

由 X,Y 独立，

P (Z ⩽ i) = P (X ⩽ i)P (Y ⩽ i).

因此

E(max{X,Y }) =
∞∑
i=0

[1− P (X ⩽ i)P (Y ⩽ i)] .

2. X 与 Y 的联合概率密度函数如下：

f(x, y) =
1

y
e−x/y−y, 0 < x, y < ∞.

(1) 计算 Y = y 条件下 X 的条件概率密度；

(2) 求 P (X > 1 | Y = y)，y ∈ (0,∞)。

解答 先求 Y 的边缘密度：

fY (y) =

∫ ∞

0

f(x, y) dx =

∫ ∞

0

1

y
e−x/y−y dx = e−y, y > 0.

因此

fX|Y (x | y) = f(x, y)

fY (y)
=

1
y e

−x/y−y

e−y
=

1

y
e−x/y, x > 0, y > 0.

于是

P (X > 1 | Y = y) =

∫ ∞

1

1

y
e−x/y dx = e−1/y, y > 0.

3. X1 与 X2 是相互独立的随机变量，且均满足标准正态分布。

令

Y1 =
X1 +X2

2
, Y2 =

(X1 −X2)
2

4
.
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概率论期末往年题

(1) Y1 与 Y2 是否独立？为什么？

(2) 求 Y1, Y2 的联合密度函数。

解答 记

y1 =
x1 + x2

2
, y2 =

(x1 − x2)
2

4
.

∣∣∣∣∂(x1, x2)

∂(y1, y2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∂(y1, y2)∂(x1, x2)

∣∣∣∣−1

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2

1

2
x1 − x2

2
−x1 − x2

2

∣∣∣∣∣∣∣
−1

=
2

|x1 − x2|
=

1
√
y2

.

又

fX1,X2
(x1, x2) =

1

2π
e−

x2
1+x2

2
2 =

1

2π
e−y2

1−y2 .

因此当 −∞ < y1 < ∞, y2 > 0 时，由于同一组 (y1, y2) 对应两组 (x1, x2)，故

fY1,Y2
(y1, y2) = 2 · fX1,X2

(x1, x2) ·
∣∣∣∣∂(x1, x2)

∂(y1, y2)

∣∣∣∣
=

1

π
√
y2

e−y2
1−y2 .

所以

fY1,Y2(y1, y2) =


1

π
√
y2

e−y2
1−y2 , −∞ < y1 < ∞, y2 > 0,

0, 其他.

下面判断独立性。由联合密度可得

fY1
(y1) =

∫ ∞

0

1

π
√
y2

e−y2
1−y2 dy2 =

1√
π
e−y2

1 , −∞ < y1 < ∞.

以及

fY2
(y2) =

∫ ∞

−∞

1

π
√
y2

e−y2
1−y2 dy1 =

1
√
πy2

e−y2 , y2 > 0.

于是

fY1,Y2(y1, y2) = fY1(y1)fY2(y2).

由独立性判据可知，

Y1 与Y2 相互独立.

【注意：】

E(XY ) = EXEY

等价于

Cov(X,Y ) = 0,

只能说明 X,Y 不相关，不能推出 X,Y 独立。

若要证明 X,Y 独立，常用方法是证明联合分布可以分解为边缘分布的乘积。对于连续型随机变量，即证明

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y).

对于离散型随机变量，即证明

P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y).

4. 汽车的保险索赔额是随机变量，服从指数分布。在有了扣除额 d（即 d 以下不赔付，d 以上则减去 d）之后赔付额的

期望减少了 10%，问方差减少了百分之多少？
解答 设原索赔额 X ∼ Exp(λ).
有扣除额后，赔付额为

Y =

{
0, X ⩽ d,

X − d, X > d.

由指数分布的无记忆性，

X − d | X > d ∼ Exp(λ).
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概率论期末往年题

所以

EY = P (X > d)E(X − d | X > d) = e−λd · 1
λ
.

由于 EX = 1
λ . ，题意给出 EY = 0.9EX,，故 e−λd = 0.9.

再算二阶矩：

E(Y 2) = P (X > d)E
(
(X − d)2 | X > d

)
= e−λd · 2

λ2
.

因此

Var(Y ) = E(Y 2)− (EY )2 =
2e−λd − e−2λd

λ2
.

代入 e−λd = 0.9，得

Var(Y ) =
2× 0.9− 0.92

λ2
=

0.99

λ2
.

而 Var(X) = 1
λ2，所以方差变为原来的 99%，故方差减少了

1%.

5. 随机变量 X1, . . . , Xn 相互独立，且均服从泊松分布。

证明：

X1 + · · ·+Xn

服从泊松分布。

解答 设

Xi ∼ P (λi), i = 1, . . . , n.

先证两个泊松随机变量之和仍为泊松分布。若

X ∼ P (λ), Y ∼ P (µ),

且 X,Y 相互独立，则对 k = 0, 1, 2, . . .，

P (X + Y = k) =

k∑
j=0

P (X = j, Y = k − j)

=

k∑
j=0

P (X = j)P (Y = k − j)

=

k∑
j=0

e−λλ
j

j!
e−µ µk−j

(k − j)!

= e−(λ+µ) 1

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
λjµk−j

= e−(λ+µ) (λ+ µ)k

k!
.

所以

X + Y ∼ P (λ+ µ).

由归纳法可得

X1 + · · ·+Xn ∼ P (λ1 + · · ·+ λn).

特别地，若

X1, . . . , Xn ∼ P (λ),

则

X1 + · · ·+Xn ∼ P (nλ).
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概率论期末往年题

【另解】

解答 设

Xi ∼ P (λi), i = 1, . . . , n.

泊松分布的特征函数为

φXi
(t) = E(eitXi) = exp{λi(e

it − 1)}.

由于 X1, . . . , Xn 相互独立，所以

φX1+···+Xn(t) =

n∏
i=1

φXi(t)

=

n∏
i=1

exp{λi(e
it − 1)}

= exp
{
(λ1 + · · ·+ λn)(e

it − 1)
}
.

这正是参数为 λ1 + · · ·+ λn 的泊松分布的特征函数，因此

X1 + · · ·+Xn ∼ P (λ1 + · · ·+ λn).

6. n 次重复独立试验，结果为 1, 2, . . . , k，概率分别为 p1, . . . , pk，且

k∑
i=1

pi = 1.

令 Ni 表示出现 i 的次数，对 i ̸= j，求

E(Nj | Ni > 0).

解答 由全期望公式，

ENj = E(Nj | Ni > 0)P (Ni > 0) + E(Nj | Ni = 0)P (Ni = 0).

其中

ENj = npj , P (Ni = 0) = (1− pi)
n, P (Ni > 0) = 1− (1− pi)

n.

当 Ni = 0 时，每次试验都没有出现 i，于是结果为 j 的条件概率为

P (结果为j |结果不是i) =
pj

1− pi
.

因此

Nj | Ni = 0 ∼ B

(
n,

pj
1− pi

)
,

所以

E(Nj | Ni = 0) = n
pj

1− pi
.

代入全期望公式，得

npj = E(Nj | Ni > 0) [1− (1− pi)
n] + n

pj
1− pi

(1− pi)
n.

即

npj = E(Nj | Ni > 0) [1− (1− pi)
n] + npj(1− pi)

n−1.

所以

E(Nj | Ni > 0) =
npj

[
1− (1− pi)

n−1
]

1− (1− pi)n
.
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概率论期末往年题

7. Xi (i = 1, 2, . . . , 12) 是独立同分布的随机变量，且服从 (0, 1) 间的均匀分布。

求

P

(
12∑
i=1

Xi > 6

)
的近似值。

解答 记

S =

12∑
i=1

Xi, EXi =
1

2
, Var(Xi) =

1

12
.

由中心极限定理，
S − 6

1
≈ N(0, 1).

因此

P (S > 6) = P

(
S − 6

1
> 0

)
≈ P (Z > 0) =

1

2
.

所以

P

(
12∑
i=1

Xi > 6

)
≈ 0.5.

【注：】

事实上，由于 Xi 与 1−Xi 同分布，S 关于 6 对称，且 S 为连续型随机变量，所以该概率也正好等于
1

2
。

8. 随机变量 Xn 互相独立，且 X2n 服从参数为 λ 的泊松分布，X2n+1 服从 B(3, p)。

记

Sn =

n∑
j=1

Xj ,

求常数列 cn, σn，使得
S2n − c2n

σ2n

依分布收敛到标准正态分布。

解答 因为

X2m ∼ P (λ), X2m−1 ∼ B(3, p),

所以

EX2m = λ, Var(X2m) = λ,

EX2m−1 = 3p, Var(X2m−1) = 3p(1− p).

又因为各 Xi 相互独立，所以

ES2n = nλ+ 3np = n(λ+ 3p),

Var(S2n) = nλ+ 3np(1− p) = n
(
λ+ 3p(1− p)

)
.

令

c2n = n(λ+ 3p), σ2n =
√

n
(
λ+ 3p(1− p)

)
.

则由中心极限定理，
S2n − c2n

σ2n
=

S2n − n(λ+ 3p)√
n
(
λ+ 3p(1− p)

) d−→ N(0, 1).

因此可取

c2n = n(λ+ 3p), σ2n =
√

n
(
λ+ 3p(1− p)

)
.
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概率论期末往年题

9. 随机变量 Un, Vn, n ⩾ 1，且 Un 依概率收敛到常数 c，Vn 依概率收敛到常数 d。

证明：

UnVn

依概率收敛到 cd。

解答 对任意 ε > 0，有

|UnVn − cd| = |Un(Vn − d) + d(Un − c)| ⩽ |Un||Vn − d|+ |d||Un − c|.

因此

P (|UnVn − cd| > ε) ⩽ P
(
|Un||Vn − d| > ε

2

)
+ P

(
|d||Un − c| > ε

2

)
.

因为 Un
P→ c，所以 Un 依概率有界。取常数 M > |c|+ 1，则

P (|Un| > M) → 0.

于是

P
(
|Un||Vn − d| > ε

2

)
⩽ P (|Un| > M) + P

(
M |Vn − d| > ε

2

)
= P (|Un| > M) + P

(
|Vn − d| > ε

2M

)
→ 0.

又因为 Un
P→ c，所以当 d ̸= 0 时，

P
(
|d||Un − c| > ε

2

)
= P

(
|Un − c| > ε

2|d|

)
→ 0.

若 d = 0，则这一项恒为 0，结论仍成立。

综上，

P (|UnVn − cd| > ε) → 0.

因此

UnVn
P−→ cd.
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概率论期末往年题

3 2017 年春期末考题
June 22, 2017

1.（10 分）设某药物的有效率为 80%，随机对 n 个人使用药物，给出药物有效比例不小于 85% 的概率的近似公式
（用正态分布函数表示）。

2.（10 分）设相互独立的随机变量列 {Xn}∞n=1 满足

P (Xn = −n) = P (Xn = n) =
1

2n logn, P (Xn = 0) = 1− 1

n logn.

证明
1

n

n∑
i=2

Xi

依概率收敛到 0，但不是几乎处处收敛到 0。

3.（10 分）设汽车保险索赔额是服从指数分布的随机变量，若存在扣除额 d（d 以下不赔付，d 以上扣除 d）后赔付

款的期望减少了 10%，问方差减少了百分之多少？
4.（15 分）设 (X,Y ) 有联合密度

f(x, y) =
1

2π
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
x2 − 2ρxy + y2

)}
.

令

Z =
Y − ρX√
1− ρ2

.

(1) 证明 X,Z 独立且均服从 N(0, 1) 分布；

(2) 求 (|X|, |Z|) 的密度函数；
(3) 求 P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0)。

5.（15 分）设 (X,Y ) 有联合密度

f(x, y) =

{
c, 0 ⩽ x < y ⩽ 1,

0, 其他.

(1) 求常数 c；

(2) 求条件 X = x, x ∈ (0, 1) 下 Y 的条件密度函数；

(3) 求 P (X + Y ⩽ 1)。

6.（8 分）设一枚硬币正面朝上的概率为 p，记 Xn 为出现连续 n 次正面时掷硬币的次数，求 EXn。

7.（8 分）设 {Xn}∞n=1 独立同分布且与 X 同分布，且存在实数 b > 0 使得 EebX < ∞，证明对任意实数 a 有

P

(
n∑

i=1

Xi ⩾ na

)
⩽ e−nh(a),

其中

h(x) = sup
0⩽θ<b

{
θx− logEeθX

}
.

8.（10 分）现有股票价格模型如下：假设当前时间的股票价格为 s，则一个单位时间后股票的价格以概率 p 上涨为

us，以概率 1− p 下降为 ds，记 Wn 为 n 个单位时间后的股票价格。

(1) 证明存在常数 c，使得 1
n logWn 几乎处处收敛到 c，这里 log 为以 10 为底的对数；

(2) 给定 u = 1.012, d = 0.990, p = 0.4，给出 600 天后股票价格上涨至少 30% 的概率近似值（用正态分布函
数表示）。

9.（14 分）称随机变量 X 是对称分布的，若

P (X ⩽ −x) = P (X ⩾ x), ∀x ⩾ 0.

(1) 证明 X 是对称分布的充要条件是 X 的特征函数 ϕ(t) 是实值函数；

(2) 假设存在某个对称分布的随机变量的特征函数为

ϕ(t) = e−
√

|t|,

设 {Xn}∞n=1 独立同分布，

Sn =

n∑
k=1

Xk,

求实数列 an，使得 Sn/an 依分布收敛到一个非常值的随机变量，并给出极限分布。

9



概率论期末往年题

4 2017 年春期末题解答部分
1.（10 分）设某药物的有效率为 80%，随机对 n 个人使用药物，给出药物有效比例不小于 85% 的概率的近似公式
（用正态分布函数表示）。

解答 设 X 表示 n 个人中药物有效的人数，则

X ∼ B(n, 0.8).

所求概率为

P

(
X

n
⩾ 0.85

)
.

由中心极限定理，
X − 0.8n√
n · 0.8 · 0.2

=
X − 0.8n

0.4
√
n

d−→ N(0, 1).

因此

P

(
X

n
⩾ 0.85

)
= P (X ⩾ 0.85n)

= P

(
X − 0.8n

0.4
√
n

⩾ 0.85n− 0.8n

0.4
√
n

)
≈ 1− Φ

(
0.05n

0.4
√
n

)
= 1− Φ

(√
n

8

)
,

其中 Φ(x) 为标准正态分布函数。

2.（10 分）设相互独立的随机变量列 {Xn}∞n=1 满足

P (Xn = −n) = P (Xn = n) =
1

2n logn, P (Xn = 0) = 1− 1

n logn.

证明
1

n

n∑
i=2

Xi

依概率收敛到 0，但不是几乎处处收敛到 0。

解答 记

Sn =

n∑
i=2

Xi.

因为

EXi = 0, Var(Xi) = EX2
i = i2 · 1

i log i =
i

log i ,

所以

Var
(
Sn

n

)
=

1

n2

n∑
i=2

Var(Xi) =
1

n2

n∑
i=2

i

log i ⩽
1

logn → 0.

上式最后一步是由于 n/ lnn 在 n 足够大的时候递增。

由 Chebyshev 不等式，
Sn

n

P−→ 0.

另一方面，

P

(∣∣∣∣Xn

n

∣∣∣∣ > ε

)
=

1

n logn, 0 < ε < 1.

因为
∞∑

n=2

1

n logn = ∞,

由 Borel–Cantelli 引理，P
(∣∣Xn

n

∣∣ > ε i.o.
)
= 1，即

Xn

n
̸→ 0 a.s.

若
Sn

n
→ 0 a.s.,

10
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则
Xn

n
=

Sn

n
− n− 1

n
· Sn−1

n− 1
→ 0 a.s.,

矛盾。

因此 1
n

∑n
i=2 Xi 不是几乎处处收敛到 0。

【注：】

注：本题用到的结论

(1) Chebyshev 不等式：

P (|X − EX| ⩾ ε) ⩽ Var(X)

ε2
.

因此若 ESn = 0，且 Var(Sn) → 0，则

Sn
P−→ 0.

(2) Borel–Cantelli 引理：
若事件列 An 相互独立，且

∞∑
n=1

P (An) = ∞,

则

P (An i.o.) = 1.

其中 An i.o. 表示 An 发生无穷多次。

本题中取

An =

{∣∣∣∣Xn

n

∣∣∣∣ > ε

}
, 0 < ε < 1.

由于 Xn 只取 −n, 0, n，所以

An = {Xn = ±n}.

因而

P (An) = P (Xn = −n) + P (Xn = n) =
1

n logn.

又
∞∑

n=2

P (An) =

∞∑
n=2

1

n logn = ∞.

由 Borel–Cantelli 引理，
P (An i.o.) = 1.

即

P

(∣∣∣∣Xn

n

∣∣∣∣ > ε i.o.
)

= 1.

所以
Xn

n
̸→ 0 a.s.

(3) 若
Sn

n
→ 0,

则
Sn−1

n
→ 0,

因而
Xn

n
=

Sn

n
− Sn−1

n
→ 0.

11



概率论期末往年题

3.（10 分）汽车的保险索赔额是随机变量，服从指数分布。在有了扣除额 d（即 d 以下不赔付，d 以上则减去 d）之

后赔付额的期望减少了 10%，问方差减少了百分之多少？
解答 设原索赔额 X ∼ Exp(λ).
有扣除额后，赔付额为

Y =

{
0, X ⩽ d,

X − d, X > d.

由指数分布的无记忆性，

X − d | X > d ∼ Exp(λ).
所以

EY = P (X > d)E(X − d | X > d) = e−λd · 1
λ
.

由于 EX = 1
λ . ，题意给出 EY = 0.9EX,，故 e−λd = 0.9.

再算二阶矩：

E(Y 2) = P (X > d)E
(
(X − d)2 | X > d

)
= e−λd · 2

λ2
.

因此

Var(Y ) = E(Y 2)− (EY )2 =
2e−λd − e−2λd

λ2
.

代入 e−λd = 0.9，得

Var(Y ) =
2× 0.9− 0.92

λ2
=

0.99

λ2
.

而 Var(X) = 1
λ2，所以方差变为原来的 99%，故方差减少了

1%.

4.（15 分）设 (X,Y ) 有联合密度

f(x, y) =
1

2π
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
x2 − 2ρxy + y2

)}
.

令

Z =
Y − ρX√
1− ρ2

.

(1) 证明 X,Z 独立且均服从 N(0, 1) 分布；

(2) 求 (|X|, |Z|) 的密度函数；
(3) 求 P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0)。

解答

(1) 由

y = ρx+
√
1− ρ2 z,

∣∣∣∣∂(x, y)∂(x, z)

∣∣∣∣ =√1− ρ2,

得

fX,Z(x, z) = fX,Y

(
x, ρx+

√
1− ρ2 z

)√
1− ρ2

=
1

2π
exp

{
−x2 + z2

2

}
.

因而

fX,Z(x, z) =
1√
2π

e−x2/2 · 1√
2π

e−z2/2,

所以 X,Z 独立，且均服从 N(0, 1)。

(2) 设
U = |X|, V = |Z|.

当 u ⩾ 0, v ⩾ 0 时，

fU,V (u, v) = fX,Z(u, v) + fX,Z(−u, v) + fX,Z(u,−v) + fX,Z(−u,−v)

=
2

π
e−(u2+v2)/2.

因此

f|X|,|Z|(u, v) =


2

π
e−(u2+v2)/2, u ⩾ 0, v ⩾ 0,

0, 其他.

12
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(3) 因为
Y = ρX +

√
1− ρ2Z,

所以

P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0) = P

(
X ⩾ 0, Z ⩾ − ρ√

1− ρ2
X

)
.

令

D =

{
(x, z) : x ⩾ 0, z ⩾ − ρ√

1− ρ2
x

}
.

作极坐标变换

x = r cos θ, z = r sin θ.

令

α = arccos ρ.

则

− ρ√
1− ρ2

= − cotα.

区域 D 对应的角度范围为

Dθ =
[
−π

2
+ α,

π

2

]
,

因此

P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0) =

∫ π
2

−π
2 +α

∫ ∞

0

1

2π
e−r2/2r dr dθ

=
π − α

2π
=

π − arccos ρ
2π

.

所以

P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0) =
1

2

(
1− arccos ρ

π

)
.

5.（15 分）设 (X,Y ) 有联合密度

f(x, y) =

{
c, 0 ⩽ x < y ⩽ 1,

0, 其他.

(1) 求常数 c；

(2) 求条件 X = x, x ∈ (0, 1) 下 Y 的条件密度函数；

(3) 求 P (X + Y ⩽ 1)。

解答

(1) 由密度积分为 1， ∫ 1

0

∫ 1

x

c dy dx = 1.

即

c

∫ 1

0

(1− x) dx = 1,

所以

c · 1
2
= 1, c = 2.

(2) 先求 X 的边缘密度：

fX(x) =

∫ 1

x

2 dy = 2(1− x), 0 < x < 1.

因此

fY |X=x(y) =
f(x, y)

fX(x)
=

1

1− x
, x < y < 1.

即

fY |X=x(y) =


1

1− x
, x < y < 1,

0, 其他.

13
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(3) 由题意，积分区域为
0 ⩽ x < y, x+ y ⩽ 1.

所以 0 ⩽ x ⩽ 1
2，且

x ⩽ y ⩽ 1− x.

因此

P (X + Y ⩽ 1) =

∫ 1/2

0

∫ 1−x

x

2 dy dx

=

∫ 1/2

0

2(1− 2x) dx

=
1

2
.

6.（8 分）设一枚硬币正面朝上的概率为 p，记 Xn 为出现连续 n 次正面时掷硬币的次数，求 EXn。

解答 设 Ek 表示当前已有连续 k 次正面时，还需掷硬币的期望次数，k = 0, 1, · · · , n。显然

En = 0.

对 0 ⩽ k < n，有

Ek = 1 + pEk+1 + (1− p)E0.

由 k = 0 得

E0 = 1 + pE1 + (1− p)E0,

即

E0 − E1 =
1

p
.

又由递推式相减可得

Ek − Ek+1 = p(Ek+1 − Ek+2),

因此

Ek − Ek+1 =
1

pk+1
.

所以
EXn = E0 = E0 − En

=

n−1∑
k=0

(Ek − Ek+1)

=

n−1∑
k=0

1

pk+1

=
1− pn

(1− p)pn
.

因此

EXn =
1− pn

(1− p)pn
.

7.（8 分）设 {Xn}∞n=1 独立同分布且与 X 同分布，且存在实数 b > 0 使得 EebX < ∞，证明对任意实数 a 有

P

(
n∑

i=1

Xi ⩾ na

)
⩽ e−nh(a),

其中

h(x) = sup
0⩽θ<b

{
θx− logEeθX

}
.

解答 记

Sn =

n∑
i=1

Xi.

对任意 0 ⩽ θ < b，由 Markov 不等式，

P (Sn ⩾ na) = P
(
eθSn ⩾ eθna

)
⩽ e−θnaEeθSn .

14
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由独立同分布，

EeθSn =

n∏
i=1

EeθXi =
(
EeθX

)n
.

因此

P (Sn ⩾ na) ⩽ exp
{
−n
(
θa− logEeθX

)}
.

对 0 ⩽ θ < b 取上确界，得

P (Sn ⩾ na) ⩽ exp
{
−n sup

0⩽θ<b

(
θa− logEeθX

)}
.

即

P

(
n∑

i=1

Xi ⩾ na

)
⩽ e−nh(a).

8.（10 分）现有股票价格模型如下：假设当前时间的股票价格为 s，则一个单位时间后股票的价格以概率 p 上涨为

us，以概率 1− p 下降为 ds，记 Wn 为 n 个单位时间后的股票价格。

(1) 证明存在常数 c，使得 1
n logWn 几乎处处收敛到 c，这里 log 为以 10 为底的对数；

(2) 给定 u = 1.012, d = 0.990, p = 0.4，给出 600 天后股票价格上涨至少 30% 的概率近似值（用正态分布函
数表示）。

解答

(1) 设 Nn 为 n 天中上涨的天数，则

Nn ∼ B(n, p), Wn = suNndn−Nn .

因此
1

n
logWn =

1

n
log s+ Nn

n
logu+

(
1− Nn

n

)
log d.

由强大数定律，
Nn

n
→ p a.s.

所以
1

n
logWn → p logu+ (1− p) log d a.s.

即

c = p logu+ (1− p) log d.

(2) 设 N 为 600 天中上涨的天数，则

N ∼ B(600, 0.4), W600 = suNd600−N .

因此

log W600

s
= 600 log d+N log u

d
.

所以

P (W600 ⩾ 1.3s) = P

(
N ⩾ log 1.3− 600 log 0.990

log 1.012− log 0.990

)
.

由中心极限定理，
N − 600p√
600p(1− p)

=
N − 240

12
≈ N(0, 1).

因此

P (W600 ⩾ 1.3s) ≈ 1− Φ


log 1.3− 600 log 0.990
log 1.012− log 0.990 − 240

12


≈ 1− Φ(3.858).
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9.（14 分）称随机变量 X 是对称分布的，若

P (X ⩽ −x) = P (X ⩾ x), ∀x ⩾ 0.

(1) 证明 X 是对称分布的充要条件是 X 的特征函数 ϕ(t) 是实值函数；

(2) 假设存在某个对称分布的随机变量的特征函数为

ϕ(t) = e−
√

|t|,

设 {Xn}∞n=1 独立同分布，

Sn =

n∑
k=1

Xk,

求实数列 an，使得 Sn/an 依分布收敛到一个非常值的随机变量，并给出极限分布。

解答

(1) 若 X 对称分布，则

X
d
= −X.

因此

ϕ(t) = EeitX = Ee−itX = ϕ(−t).

又

ϕ(−t) = ϕ(t),

所以

ϕ(t) = ϕ(t).

故 ϕ(t) 为实值函数。

反之，若 ϕ(t) 为实值函数，则

ϕ(t) = ϕ(t) = ϕ(−t).

而 ϕ(−t) 是 −X 的特征函数，所以 X 与 −X 特征函数相同，故

X
d
= −X.

因此 X 是对称分布。

(2) 设 Sn

an
的特征函数为 ϕn(t)，则

ϕn(t) = E exp
{
it
Sn

an

}
=

[
ϕ

(
t

an

)]n
=

[
exp

{
−

√∣∣∣∣ tan
∣∣∣∣
}]n

= exp
{
− n
√
an

√
|t|
}
.

为使其收敛到一个非常值随机变量的特征函数，应有
n

√
an

→ c, 0 < c < ∞.

取

an = n2.

此时

ϕn(t) = exp{−
√

|t|}.
由特征函数连续性定理（特征函数逐点收敛可推出随机变量依分布收敛），

Sn

n2

d−→ Y,

其中 Y 的特征函数为

ϕY (t) = e−
√

|t|.

因此可取

an = n2 ,

极限分布就是特征函数为

ϕY (t) = e−
√

|t|

的分布。
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5 2018 年春期末考题
命题：任艳霞

1.（10 分）设某药物的有效率为 80%，随机对 n 个人使用药物，给出药物有效比例不小于 85% 的概率近似公式（用正
态分布函数表示）.

2.（10 分）设 X 是离散型随机变量，Y 是连续型随机变量，且对随机变量 X 满足

P{X = xi} = pi, i = 1, 2, · · · ,

并且随机变量 Y 有密度函数 f(y)，且 X 和 Y 独立。问：X + Y 是不是连续型随机变量，如果是，请求出其密度函

数；若不是，请给出理由。

3.（10 分）设汽车保险索赔额是服从指数分布的随机变量。若在有扣除额 d（d 以下不赔付，d 以上扣除 d）后赔付款的

期望减少了 10%，问方差减少了百分之多少？

4.（15 分）设 (X,Y ) 是联合密度

f(x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
x2 − 2ρxy + y2

)}
.

令

Z =
Y − ρX√
1− ρ2

.

(1) 证明 X,Z 独立且服从 N(0, 1) 分布；

(2) 求 (|X|, |Z|) 的密度函数；
(3) 求 P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0).

5.（10 分）假设一只蚕产的卵的个数 ξ 服从参数为 λ 的泊松分布，而每个卵能成虫的概率为 p，且每个卵之间成虫是相

互独立的，并设一只蚕产的卵的成虫数为随机变量 η，问

(1) 求 η 的数学期望；

(2) 求 E(ξ | η).

6.（15 分）设相互独立的随机变量列 {Xn}∞n=2 满足

P (Xn = −n) = P (Xn = n) =
1

2n logn, P (Xn = 0) = 1− 1

n logn.

(1) 证明 1

n

n∑
i=2

Xi 以 L2 收敛（均方收敛）到 0；

(2) 证明 1

n

n∑
i=2

Xi 依概率收敛到 0；

(3) 证明 1

n

n∑
i=2

Xi 不几乎处处收敛到 0.

7.（10 分）现有股票价格模型如下：假设当前时间的股票价格为 s，则一个单位时间后股票的价格以概率 p 上涨为 us，

以概率 1− p 下跌为 ds。记 Wn 为 n 个单位时间后的股票价格。

(1) 请自己构造随机变量，并用其来表示 Wn；

(2) 证明存在常数 c，使得
1

n
logWn 几乎处处收敛到 c，这里 log 是以 10 为底的对数；

(3) 给定 u = 1.012, d = 0.990, p = 0.4，请给出 600 天后股票价格上涨至少 30% 的概率近似公式（用正态分布函数
表示）.

log 1.012 = 0.005, log 0.990 = −0.004, log 1.3 = 0.114.

8.（20 分）称随机变量是对称分布的，若

P (X < −x) = P (X > x), ∀x ⩾ 0.

(1) 证明 X 是对称分布的充要条件是 X 和 −X 同分布；

(2) 证明 X 是对称分布的充要条件是 X 的特征函数 φ(t) 是实值偶函数；

(3) 假设存在某个对称分布的随机变量 X 的特征函数为

φ(t) = e−
√

|t|,

证明 E(X2) = ∞；

17
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(4) 设随机变量序列 {Xn}∞n=1 独立同分布，且特征函数为 φ(t)，

Sn =

n∑
i=1

Xi,

求实数列 {an}，使得
Sn

an
依分布收敛到一个非常值的随机变量，并给出极限分布。
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6 2018 年春期末题解答部分
1.（10 分）设某药物的有效率为 80%，随机对 n 个人使用药物，给出药物有效比例不小于 85% 的概率的近似公式（用
正态分布函数表示）。

解答 设 X 表示 n 个人中药物有效的人数，则

X ∼ B(n, 0.8).

所求概率为

P

(
X

n
⩾ 0.85

)
.

由中心极限定理，
X − 0.8n√
n · 0.8 · 0.2

=
X − 0.8n

0.4
√
n

d−→ N(0, 1).

因此

P

(
X

n
⩾ 0.85

)
= P (X ⩾ 0.85n)

= P

(
X − 0.8n

0.4
√
n

⩾ 0.85n− 0.8n

0.4
√
n

)
≈ 1− Φ

(
0.05n

0.4
√
n

)
= 1− Φ

(√
n

8

)
,

其中 Φ(x) 为标准正态分布函数。

2.（10 分）设 X 是离散型随机变量，Y 是连续型随机变量，且对随机变量 X 满足

P{X = xi} = pi, i = 1, 2, · · · ,

并且随机变量 Y 有密度函数 f(y)，且 X 和 Y 独立。问：X + Y 是不是连续型随机变量，如果是，请求出其密度函

数；若不是，请给出理由。

解答 X + Y 是连续型随机变量。

设 Z = X + Y。对任意实数 z，有

FZ(z) = P (X + Y ⩽ z)

=

∞∑
i=1

P (X = xi, Y ⩽ z − xi)

=

∞∑
i=1

P (X = xi)P (Y ⩽ z − xi)

=

∞∑
i=1

pi

∫ z−xi

−∞
f(y) dy.

令 u = y + xi，则 ∫ z−xi

−∞
f(y) dy =

∫ z

−∞
f(u− xi) du.

因此

FZ(z) =

∫ z

−∞

∞∑
i=1

pif(u− xi) du.

所以 Z = X + Y 的密度函数为

g(z) =

∞∑
i=1

pif(z − xi).

故 X + Y 为连续型随机变量。

3.（10 分）汽车的保险索赔额是随机变量，服从指数分布。在有了扣除额 d（即 d 以下不赔付，d 以上则减去 d）之后

赔付额的期望减少了 10%，问方差减少了百分之多少？
解答 设原索赔额 X ∼ Exp(λ).
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有扣除额后，赔付额为

Y =

{
0, X ⩽ d,

X − d, X > d.

由指数分布的无记忆性，

X − d | X > d ∼ Exp(λ).

所以

EY = P (X > d)E(X − d | X > d) = e−λd · 1
λ
.

由于 EX = 1
λ . ，题意给出 EY = 0.9EX,，故 e−λd = 0.9.

再算二阶矩：

E(Y 2) = P (X > d)E
(
(X − d)2 | X > d

)
= e−λd · 2

λ2
.

因此

Var(Y ) = E(Y 2)− (EY )2 =
2e−λd − e−2λd

λ2
.

代入 e−λd = 0.9，得

Var(Y ) =
2× 0.9− 0.92

λ2
=

0.99

λ2
.

而 Var(X) = 1
λ2，所以方差变为原来的 99%，故方差减少了

1%.

4.（15 分）设 (X,Y ) 有联合密度

f(x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
x2 − 2ρxy + y2

)}
.

令

Z =
Y − ρX√
1− ρ2

.

(1) 证明 X,Z 独立且均服从 N(0, 1) 分布；

(2) 求 (|X|, |Z|) 的密度函数；
(3) 求 P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0)。

解答

(1) 由

y = ρx+
√

1− ρ2 z,

∣∣∣∣∂(x, y)∂(x, z)

∣∣∣∣ =√1− ρ2,

得

fX,Z(x, z) = fX,Y

(
x, ρx+

√
1− ρ2 z

)√
1− ρ2

=
1

2π
exp

{
−x2 + z2

2

}
.

因而

fX,Z(x, z) =
1√
2π

e−x2/2 · 1√
2π

e−z2/2,

所以 X,Z 独立，且均服从 N(0, 1)。

(2) 设
U = |X|, V = |Z|.

当 u ⩾ 0, v ⩾ 0 时，

fU,V (u, v) = fX,Z(u, v) + fX,Z(−u, v) + fX,Z(u,−v) + fX,Z(−u,−v)

=
2

π
e−(u2+v2)/2.

因此

f|X|,|Z|(u, v) =


2

π
e−(u2+v2)/2, u ⩾ 0, v ⩾ 0,

0, 其他.
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(3) 因为
Y = ρX +

√
1− ρ2Z,

所以

P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0) = P

(
X ⩾ 0, Z ⩾ − ρ√

1− ρ2
X

)
.

令

D =

{
(x, z) : x ⩾ 0, z ⩾ − ρ√

1− ρ2
x

}
.

作极坐标变换

x = r cos θ, z = r sin θ.

令

α = arccos ρ.
则

− ρ√
1− ρ2

= − cotα.

区域 D 对应的角度范围为

Dθ =
[
−π

2
+ α,

π

2

]
,

因此

P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0) =

∫ π
2

−π
2 +α

∫ ∞

0

1

2π
e−r2/2r dr dθ

=
π − α

2π
=

π − arccos ρ
2π

.

所以

P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0) =
1

2

(
1− arccos ρ

π

)
.

5.（10 分）假设一只蚕产的卵的个数 ξ 服从参数为 λ 的泊松分布，而每个卵能成虫的概率为 p，且每个卵之间成虫是相

互独立的，并设一只蚕产的卵的成虫数为随机变量 η，问

(1) 求 η 的数学期望；

(2) 求 E(ξ | η).
解答

(1) 已知 ξ = n 时，η 服从二项分布

η | ξ = n ∼ B(n, p).

因此

E(η | ξ = n) = np,

从而

E(η | ξ) = pξ.

由重期望公式，

Eη = E
(
E(η | ξ)

)
= E(pξ) = pEξ = λp.

(2) 先求条件分布。对 n ⩾ k，有

P (ξ = n, η = k) = P (ξ = n)P (η = k | ξ = n)

= e−λλ
n

n!

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

= e−λ (λp)
k

k!

(λ(1− p))n−k

(n− k)!
.

于是

P (η = k) =

∞∑
n=k

P (ξ = n, η = k)

= e−λ (λp)
k

k!

∞∑
n=k

(λ(1− p))n−k

(n− k)!

= e−λ (λp)
k

k!
eλ(1−p)

= e−λp (λp)
k

k!
.
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因此

P (ξ = n | η = k) =
P (ξ = n, η = k)

P (η = k)

= e−λ(1−p) (λ(1− p))n−k

(n− k)!
, n ⩾ k.

所以 ξ | η = k 的分布相当于 k + Poisson(λ(1− p)). 于是

E(ξ | η = k) = k + λ(1− p).

将 k 换成 η，得到

E(ξ | η) = η + λ(1− p).

6.（15 分）设随机变量列 {Xn}∞n=2 相互独立，且满足

P (Xn = −n) = P (Xn = n) =
1

2n logn, P (Xn = 0) = 1− 1

n logn.

证明：

(1) 1

n

n∑
i=2

Xi 以 L2 收敛到 0；

(2) 1

n

n∑
i=2

Xi 依概率收敛到 0；

(3) 1

n

n∑
i=2

Xi 不几乎处处收敛到 0。

解答 记

Sn =

n∑
i=2

Xi.

由分布的对称性，

EXi = 0.

又

EX2
i = i2 · 1

i log i =
i

log i ,

所以

Var(Xi) =
i

log i .

(1) 因为 Xi 相互独立，所以

E

(
Sn

n

)2

= Var
(
Sn

n

)
=

1

n2

n∑
i=2

Var(Xi) =
1

n2

n∑
i=2

i

log i .

和式由 Stolz 定理可知收敛于 0：

E

(
Sn

n

)2

→ 0,

即
Sn

n

L2

−−→ 0.

(2) 由 Chebyshev 不等式，对任意 ε > 0，

P

(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
⩽ E(Sn/n)

2

ε2
.

由第 (1) 问，
E(Sn/n)

2 → 0,

所以

P

(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
→ 0.

故
Sn

n

P−→ 0.
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(3) 注意到

P

(∣∣∣∣Xn

n

∣∣∣∣ = 1

)
= P (Xn = n) + P (Xn = −n) =

1

n logn.

而
∞∑

n=2

1

n logn = ∞.

由于事件

An =

{∣∣∣∣Xn

n

∣∣∣∣ = 1

}
相互独立，由 Borel-Cantelli 引理知

P (An i.o.) = 1.

因此
Xn

n

不几乎处处收敛到 0。

若反设
Sn

n

a.s.−−→ 0,

则
Sn−1

n− 1

a.s.−−→ 0.

于是
Xn

n
=

Sn − Sn−1

n
=

Sn

n
− n− 1

n
· Sn−1

n− 1

a.s.−−→ 0,

矛盾。

所以
1

n

n∑
i=2

Xi

不几乎处处收敛到 0。

【注：】本题和上一套题的第二题几乎一致，可以关注在该题处笔者写的注释。

7.（10 分）现有股票价格模型如下：假设当前时间的股票价格为 s，则一个单位时间后股票的价格以概率 p 上涨为 us，

以概率 1− p 下跌为 ds。记 Wn 为 n 个单位时间后的股票价格。

(1) 请自己构造随机变量，并用其来表示 Wn；

(2) 证明存在常数 c，使得
1

n
logWn 几乎处处收敛到 c，这里 log 是以 10 为底的对数；

(3) 给定 u = 1.012, d = 0.990, p = 0.4，请给出 600 天后股票价格上涨至少 30% 的概率近似公式（用正态分布函数
表示）.

log 1.012 = 0.005, log 0.990 = −0.004, log 1.3 = 0.114.

解答

(1) 设 Nn 为 n 个单位时间中股票上涨的次数，则

Nn ∼ B(n, p).

于是 n 个单位时间中下跌的次数为 n−Nn，故

Wn = suNndn−Nn .

(2) 由
Wn = suNndn−Nn ,

得
1

n
logWn =

1

n
log s+ Nn

n
logu+

(
1− Nn

n

)
log d.

由强大数定律，
Nn

n

a.s.−−→ p.
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又
1

n
log s → 0,

所以
1

n
logWn

a.s.−−→ p logu+ (1− p) log d.

因此取

c = p logu+ (1− p) log d,

即有
1

n
logWn

a.s.−−→ c.

(3) 设 N 为 600 天中股票上涨的天数，则

N ∼ B(600, 0.4),

且

W600 = s(1.012)N (0.990)600−N .

于是

log W600

s
= N log 1.012 + (600−N) log 0.990

= 600 log 0.990 +N(log 1.012− log 0.990).

所以

P (W600 ⩾ 1.3s) = P

(
log W600

s
⩾ log 1.3

)
= P

(
N ⩾ log 1.3− 600 log 0.990

log 1.012− log 0.990

)
.

由中心极限定理，
N − 600p√
600p(1− p)

=
N − 240

12
≈ N(0, 1).

因此

P (W600 ⩾ 1.3s) ≈ 1− Φ


log 1.3− 600 log 0.990
log 1.012− log 0.990 − 240

12



= 1− Φ


0.114− 600(−0.004)

0.005− (−0.004)
− 240

12


≈ 1− Φ(3.28).

其中 Φ(x) 为标准正态分布函数。

8.（20 分）称随机变量是对称分布的，若

P (X < −x) = P (X > x), ∀x ⩾ 0.

(1) 证明 X 是对称分布的充要条件是 X 和 −X 同分布；

(2) 证明 X 是对称分布的充要条件是 X 的特征函数 φ(t) 是实值偶函数；

(3) 假设存在某个对称分布的随机变量 X 的特征函数为

φ(t) = e−
√

|t|,

证明 E(X2) = ∞；
(4) 设随机变量序列 {Xn}∞n=1 独立同分布，且特征函数为 φ(t)，

Sn =

n∑
i=1

Xi,

求实数列 {an}，使得
Sn

an
依分布收敛到一个非常值的随机变量，并给出极限分布。

解答
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(1) 若
X

d
= −X,

则对任意 x ⩾ 0，

P (X < −x) = P (−X < −x) = P (X > x),

故 X 是对称分布的。

反之，若 X 是对称分布的，则对 x ⩾ 0，有

P (X < −x) = P (X > x).

于是

P (−X ⩽ x) = P (X ⩾ −x) = 1− P (X < −x) = 1− P (X > x) = P (X ⩽ x).

故

F−X(x) = FX(x),

即

X
d
= −X.

(2) 设 X 的特征函数为 φ(t)。若 X 对称分布，由第 (1) 问，

X
d
= −X.

因此

φ(t) = EeitX = Ee−itX = φ(−t).

又一般地有

φ(−t) = φ(t),

所以

φ(t) = φ(t).

故 φ(t) 是实值偶函数。

反之，若 φ(t) 是实值偶函数，则

φ−X(t) = Eeit(−X) = φ(−t) = φ(t).

由特征函数唯一性定理，

−X
d
= X.

由第 (1) 问知，X 是对称分布的。

(3) 若 E(X2) < ∞，由于 X 对称分布，

φ(t) = E cos(tX).

于是
1− φ(t)

t2
= E

(
1− cos(tX)

t2

)
→ 1

2
E(X2), t → 0.

但由题设，当 t → 0+ 时，

1− φ(t)

t2
∼

√
t

t2
=

1

t3/2
→ ∞.

矛盾，故

E(X2) = ∞.

(4) 设 Sn

an
的特征函数为 φn(t)，则

φn(t) = E exp
{
it
Sn

an

}
=

[
φ

(
t

an

)]n
=

[
exp

{
−

√∣∣∣∣ tan
∣∣∣∣
}]n

= exp
{
− n
√
an

√
|t|
}
.
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为使其收敛到一个非常值随机变量的特征函数，应有

n
√
an

→ c, 0 < c < ∞.

取

an = n2.

此时

φn(t) → e−
√

|t|.

由特征函数连续性定理（特征函数逐点收敛可推出随机变量依分布收敛），

Sn

n2

d−→ Y,

其中 Y 的特征函数为

φY (t) = e−
√

|t|.

因此可取

an = n2,

极限分布就是特征函数为

e−
√

|t|

的分布。
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7 2019 年春期末考题
2019.6.10 晚

在以下各题中，0 < p < 1, λ > 0.

1.（15 分）假设 W,U 相互独立，W ∼ Exp(λ)，U ∼ U(0, 2π). 令

X =
√
W cosU, Y =

√
W sinU.

(1) 求 lnU 的分布函数；

(2) 求 (X,Y ) 的联合密度函数；

(3) 求条件密度函数 ρX|W (x | w).

2.（15 分）现有 n 个可分辨的球和 2n 个盒子，将每个球独立（等可能）地随机放入一个盒子. 记 Xn 为空盒子的数目，

Yn 为第一个盒子中球的数目.
(1) 求 EXn；

(2) 证明：当 n → ∞ 时，Xn

n
依分布收敛；

(3) 证明：当 n → ∞ 时，Yn 依分布收敛.

3.（20 分）假设某条蚕的卵数 X 服从参数为 λ 的泊松分布，每个卵独立地以概率 p 孵化为小蚕. 记 Y 为小蚕的数目.
(1) 写出 X 的分布列；

(2) 求 Y 的分布列；

(3) 求 X 与 Y 的协方差；

(4) 证明：Y 与 X − Y 相互独立.

4.（20 分）假设 (X,Y ) 服从二元正态分布，

EX = EY = 0, Var(X) = Var(Y ) = 1, Cov(X,Y ) = r.

假设 a, b ∈ R.
(1) 求 EeaX；

(2) 求 aX + bY 的特征函数；

(3) 求 E(X | aX + bY )，其中 a, b 不全为 0；

(4) 证明：
r = cos

(
πP (XY < 0)

)
.

5.（10 分）某疾病的患病率为 0.5%. 某保险公司欲推出一种保险计划：保费不超过 20 元，若投保人患该疾病则公司赔

付其 1 千元. 假设至少有 2500 人愿意购买此保险. 请保险公司定出此保险计划的最低售价（精确到元），以使得公司
亏本的概率不超过 0.1%.

Φ(2.3) = 0.99, Φ(2.6) = 0.995, Φ(3.1) = 0.999.

6.（10 分）假设 X1, X2, · · · 独立同分布. 证明：
(1) 若 E|X1| < ∞，则

P

(
lim
n→∞

Xn

n
= 0

)
= 1;

(2) 若 E|X1| = ∞，则

P

(
lim sup
n→∞

|Xn|
n

= ∞
)

= 1.

7.（10 分）在围棋盘的每个交叉点上独立地以概率 p 放一枚黑子，以概率 1− p 放一枚白子. 记

A = {存在从棋盘的左下角到右上角的只经过黑子的路径},

B = {存在从棋盘的左上角到右下角的只经过黑子的路径}.

(1) 证明：P (A) 关于 p 单调上升；

(2) 证明：P (B | A) ⩾ P (B).
注：围棋盘上有 19 条横线、19 条纵线，19× 19 个交叉点，“路径”只能沿横线或纵线走.
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8 2019 年春期末题解答部分
1.（15 分）假设 W,U 相互独立，W ∼ Exp(λ)，U ∼ U(0, 2π). 令

X =
√
W cosU, Y =

√
W sinU.

(1) 求 lnU 的分布函数；

(2) 求 (X,Y ) 的联合密度函数；

(3) 求条件密度函数 ρX|W (x | w).
解答

(1) 设 Z = lnU . 因为 U ∼ U(0, 2π)，所以

FZ(z) = P (Z ⩽ z) = P (lnU ⩽ z) = P (U ⩽ ez).

因此

FZ(z) =


ez

2π
, z < ln(2π),

1, z ⩾ ln(2π).

(2) 由题意
fW,U (w, u) =

λ

2π
e−λw, w > 0, 0 < u < 2π.

作变换

x =
√
w cosu, y =

√
w sinu.

则

w = x2 + y2,

且 ∣∣∣∣ ∂(x, y)∂(w, u)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
cosu
2
√
w

−
√
w sinu

sinu

2
√
w

√
w cosu

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2
.

所以 ∣∣∣∣∂(w, u)∂(x, y)

∣∣∣∣ = 2.

注意到对于每一组 x, y 对应唯一的一组 w, u，于是

fX,Y (x, y) = fW,U (x
2 + y2, u) · 2 =

λ

π
e−λ(x2+y2), (x, y) ∈ R2.

(3) 给定 W = w 时，

X =
√
w cosU.

由于 U ∼ U(0, 2π)，故 cosU 的密度为

fcos U (t) =
1

π
√
1− t2

, −1 < t < 1.

因此当 w > 0 时，

ρX|W (x | w) = 1√
w
fcos U

(
x√
w

)
=

1

π
√
w − x2

, −
√
w < x <

√
w.

即

ρX|W (x | w) =


1

π
√
w − x2

, |x| <
√
w, w > 0,

0, 其他.
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2.（15 分）现有 n 个可分辨的球和 2n 个盒子，将每个球独立（等可能）地随机放入一个盒子．记 Xn 为空盒子的数目，

Yn 为第一个盒子中球的数目．

(1) 求 EXn；

(2) 证明：当 n → ∞ 时，Xn

n
依分布收敛；

(3) 证明：当 n → ∞ 时，Yn 依分布收敛．

解答

(1) 令

Ik =

{
1, 第 k 个盒子为空,

0, 否则.

则 Xn =
∑2n

k=1 Ik. 又 P (Ik = 1) =
(
1− 1

2n

)n
. 所以

EXn = 2n

(
1− 1

2n

)n

.

(2) 由上一问，

E
Xn

n
= 2

(
1− 1

2n

)n

→ 2e−1/2.

下面证明方差趋于 0. 我们知道 Ik ∼ B(1, (1− 1
2n )

n), 记

pn =

(
1− 1

2n

)n

, qn =

(
1− 1

n

)n

.

于是

Var(Xn) =

2n∑
k=1

Var(Ik) +
∑
i ̸=j

Cov(Ii, Ij)

即

Var(Xn) = 2n pn(1− pn) + 2n(2n− 1)(qn − p2n).

故

Var
(
Xn

n

)
=

2n pn(1− pn)

n2
+

2n(2n− 1)(qn − p2n)

n2
.

因为 pn → e−1/2, qn → e−1, 故 qn − p2n = O
(
1
n

)
, 所以 Var

(
Xn

n

)
→ 0. 由切比雪夫不等式，Xn

n

P−→ 2e−1/2. 因而

Xn

n

d−→ 2e−1/2.

(3) 对任意固定的 k = 0, 1, 2, · · ·，有

P (Yn = k) =

(
n

k

)(
1

2n

)k (
1− 1

2n

)n−k

.

当 n → ∞ 时， (
n

k

)(
1

2n

)k

=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
· 1

(2n)k
→ 1

2kk!
,

且 (
1− 1

2n

)n−k

→ e−1/2.

故

P (Yn = k) → e−1/2 (1/2)
k

k!
.

因此

Yn
d−→ Y,

其中

P (Y = k) = e−1/2 (1/2)
k

k!
, k = 0, 1, 2, · · · .
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注：本题用到的结论：

1. 若
EZn → c, Var(Zn) → 0,

则

Zn
P−→ c.

2. 若
Zn

P−→ c,

则

Zn
d−→ c.

3. 对非负整数值随机变量，若对每个 k = 0, 1, 2, · · ·，都有

P (Yn = k) → P (Y = k),

则

Yn
d−→ Y.

【总结】依分布收敛的常用判据

1. 分布函数判据
设 Fn(x) 是 Xn 的分布函数，F (x) 是 X 的分布函数．若对 F 的一切连续点 x，都有

Fn(x) → F (x),

则

Xn
d−→ X.

2. 分布列逐点收敛判据
若 Xn, X 均取值于 {0, 1, 2, · · · }，且对任意固定的 k = 0, 1, 2, · · ·，有

P (Xn = k) → P (X = k),

则

Xn
d−→ X.

3. 特征函数判据
设 Xn 的特征函数为

φn(t) = EeitXn ,

X 的特征函数为

φ(t) = EeitX .

若对任意 t ∈ R，都有
φn(t) → φ(t),

则

Xn
d−→ X.

4. 依概率收敛推出依分布收敛
若

Xn
P−→ X,

则

Xn
d−→ X.

特别地，若

Xn
P−→ c,

则

Xn
d−→ c.

5. 连续映射定理
若

Xn
d−→ X,

且 g 是连续函数，则

g(Xn)
d−→ g(X).
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6. Slutsky 定理
若

Xn
d−→ X, Yn

P−→ c,

则

Xn + Yn
d−→ X + c,

XnYn
d−→ cX.

若 c ̸= 0，还有
Xn

Yn

d−→ X

c
.

3.（20 分）假设某条蚕的卵数 X 服从参数为 λ 的泊松分布，每个卵独立地以概率 p 孵化为小蚕．记 Y 为小蚕的数目．

(1) 写出 X 的分布列；

(2) 求 Y 的分布列；

(3) 求 X 与 Y 的协方差；

(4) 证明：Y 与 X − Y 相互独立．

解答

(1)

P (X = k) = e−λλ
k

k!
, k = 0, 1, 2, · · · .

(2) 当给定 X = n 时，

Y | X = n ∼ B(n, p).

因此对 k = 0, 1, 2, · · ·，有

P (Y = k) =

∞∑
n=k

P (Y = k | X = n)P (X = n)

=

∞∑
n=k

(
n

k

)
pk(1− p)n−ke−λλ

n

n!

= e−λ (λp)
k

k!

∞∑
n=k

[λ(1− p)]n−k

(n− k)!

= e−λ (λp)
k

k!
eλ(1−p)

= e−λp (λp)
k

k!
, k = 0, 1, 2, · · · .

即

Y ∼ Poi(λp).

(3) 由条件期望，
E(Y | X) = pX.

因此
Cov(X,Y ) = E(XY )− EXEY

= E{XE(Y | X)} − EXEY

= E(pX2)− λ · λp.

又因为 X ∼ Poi(λ)，所以
EX = λ, Var(X) = λ,

从而

EX2 = Var(X) + (EX)2 = λ+ λ2.

于是

Cov(X,Y ) = p(λ+ λ2)− pλ2 = λp.
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(4) 对任意 i, j = 0, 1, 2, · · ·，有

P (Y = i,X − Y = j) = P (Y = i,X = i+ j)

= P (Y = i | X = i+ j)P (X = i+ j)

=

(
i+ j

i

)
pi(1− p)je−λ λi+j

(i+ j)!

= e−λ (λp)
i

i!

[λ(1− p)]j

j!

=

(
e−λp (λp)

i

i!

)(
e−λ(1−p) [λ(1− p)]j

j!

)
.

其中

P (Y = i) = e−λp (λp)
i

i!
.

同理可得

P (X − Y = j) = e−λ(1−p) [λ(1− p)]j

j!
.

因此

P (Y = i,X − Y = j) = P (Y = i)P (X − Y = j),

所以

Y 与 X − Y 相互独立.

4.（20 分）假设 (X,Y ) 服从二元正态分布，

EX = EY = 0, Var(X) = Var(Y ) = 1, Cov(X,Y ) = r.

假设 a, b ∈ R.
(1) 求 EeaX；

(2) 求 aX + bY 的特征函数；

(3) 求 E(X | aX + bY )，其中 a, b 不全为 0；

(4) 证明：
r = cos

(
πP (XY < 0)

)
.

解答

(1) 因为 X ∼ N(0, 1)，所以

φX(t) = EeitX = e−t2/2.

取 t = −ia，得

EeaX = φX(−ia) = ea
2/2.

(2) 因为 (X,Y ) 服从二元正态分布，所以

aX + bY ∼ N(0, a2 + b2 + 2abr).

因此其特征函数为

φaX+bY (t) = exp
{
−1

2
(a2 + b2 + 2abr)t2

}
.

(3) 记
Z = aX + bY.

则

EZ = 0, Var(Z) = a2 + b2 + 2abr,

且

Cov(X,Z) = Cov(X, aX + bY ) = a+ br.

由二元正态条件期望公式，

E(X | Z) = EX +
Cov(X,Z)

Var(Z)
(Z − EZ).

故

E(X | aX + bY ) =
a+ br

a2 + b2 + 2abr
(aX + bY ).
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(4) 令
X = Z1, Y = rZ1 +

√
1− r2 Z2,

其中 Z1, Z2 独立同分布，且

Z1, Z2 ∼ N(0, 1).

设

r = cos θ,
√
1− r2 = sin θ, 0 ⩽ θ ⩽ π.

由二维标准正态的旋转对称性，设

Z1 = R cosα, Z2 = R sinα,

其中 α ∼ U(0, 2π). 于是
Y = R cos(α− θ).

因此

XY < 0 ⇐⇒ cosα cos(α− θ) < 0.

在一个周期内，上式成立的 α 的长度为 2θ，故

P (XY < 0) =
2θ

2π
=

θ

π
.

所以

θ = πP (XY < 0).

又 r = cos θ，故
r = cos

(
πP (XY < 0)

)
.

5.（10 分）某疾病的患病率为 0.5%. 某保险公司欲推出一种保险计划：保费不超过 20 元，若投保人患该疾病则公司赔

付其 1 千元. 假设至少有 2500 人愿意购买此保险. 请保险公司定出此保险计划的最低售价（精确到元），以使得公司
亏本的概率不超过 0.1%.

Φ(2.3) = 0.99, Φ(2.6) = 0.995, Φ(3.1) = 0.999.

解答 设 N 为 2500 人中患病人数，则

N ∼ B(2500, 0.005).

于是

EN = 2500× 0.005 = 12.5,

Var(N) = 2500× 0.005× 0.995 = 12.4375.

设每人保费为 x 元，则公司亏本当且仅当

1000N > 2500x,

即

N > 2.5x.

由中心极限定理，
N − 12.5√
12.4375

≈ N(0, 1).

要使亏本概率不超过 0.1%，取
Φ(3.1) = 0.999.

故要求
2.5x− 12.5√

12.4375
⩾ 3.1.

因此

x ⩾ 12.5 + 3.1
√
12.4375

2.5
≈ 9.37.

所以最低售价为

10 元 .
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6.（10 分）假设 X1, X2, · · · 独立同分布. 证明：
(1) 若 E|X1| < ∞，则

P

(
lim
n→∞

Xn

n
= 0

)
= 1;

(2) 若 E|X1| = ∞，则

P

(
lim sup
n→∞

|Xn|
n

= ∞
)

= 1.

解答

(1) 记
Sn = X1 + · · ·+Xn.

因为 X1, X2, · · · 独立同分布，且 E|X1| < ∞，由强大数定律，
Sn

n
→ EX1, a.s.,

Sn−1

n
→ EX1, a.s.,

所以
Xn

n
→ EX1 − EX1 = 0, a.s.

即

P

(
lim
n→∞

Xn

n
= 0

)
= 1.

(2) 任取 M > 0. 令

An =

{
|Xn|
n

> M

}
= {|Xn| > Mn}.

由于 X1, X2, · · · 独立同分布，所以 A1, A2, · · · 相互独立，且

P (An) = P (|X1| > Mn).

下面证明
∞∑

n=1

P (|X1| > Mn) = ∞.

记

f(x) = P (|X1| > x).

则 f(x) 关于 x 单调下降，且

E|X1| =
∫ ∞

0

P (|X1| > x) dx =

∫ ∞

0

f(x) dx = ∞.

对每个 n ⩾ 1，当 x ∈ [Mn,M(n+ 1)] 时，

f(x) ⩽ f(Mn).

因此 ∫ ∞

M

f(x) dx =

∞∑
n=1

∫ M(n+1)

Mn

f(x) dx ⩽ M

∞∑
n=1

f(Mn).

左边为 ∞，故
∞∑

n=1

P (|X1| > Mn) =

∞∑
n=1

f(Mn) = ∞.

由 Borel-Cantelli 引理，
P (An i.o.) = 1.

即

P

(
|Xn|
n

> M 无穷多次发生

)
= 1.

所以

P

(
lim sup
n→∞

|Xn|
n

⩾ M

)
= 1.

令 M = 1, 2, 3, · · ·，取可数交，得

P

(
∀M ∈ N, lim sup

n→∞

|Xn|
n

⩾ M

)
= 1.

因而

P

(
lim sup
n→∞

|Xn|
n

= ∞
)

= 1.
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7.（10 分）在围棋盘的每个交叉点上独立地以概率 p 放一枚黑子，以概率 1− p 放一枚白子. 记

A = {存在从棋盘的左下角到右上角的只经过黑子的路径},

B = {存在从棋盘的左上角到右下角的只经过黑子的路径}.

(1) 证明：P (A) 关于 p 单调上升；

(2) 证明：P (B | A) ⩾ P (B).
注：围棋盘上有 19 条横线、19 条纵线，19× 19 个交叉点，“路径”只能沿横线或纵线走.
解答

(1) 证明：设棋盘交叉点集为 V . 对每个局面 ω，定义

ωv =

{
1, v 点为黑子,

0, v 点为白子.

于是一个局面可记为

ω = (ωv)v∈V .

定义 ω ⩽ ω′.：若对任意 v ∈ V，都有 ωv ⩽ ω′
v, 这表示 ω′ 是由 ω 把若干白子改成黑子得到的.

称事件 C 为单调上升事件，是指若 ω ∈ C, ω ⩽ ω′, 则必有 ω′ ∈ C.

我们知道 A 是单调上升事件. 因为若 ω ∈ A，则在局面 ω 中存在一条从左下角到右上角的全黑路径. 若 ω ⩽ ω′，

则 ω′ 只是把一些白子改成黑子，原来那条全黑路径上的黑子仍然是黑子，所以这条路径在 ω′ 中仍然存在.

现在证明 P (A) 关于 p 单调上升. 取一组独立同分布随机变量

Uv ∼ U(0, 1), v ∈ V.

对参数 p，令

ω(p)
v =

{
1, Uv ⩽ p,

0, Uv > p.

则 ω(p) 正好对应每点以概率 p 放黑子的随机局面.
若 0 < p1 < p2 < 1，则对任意 v ∈ V，

ω(p1)
v ⩽ ω(p2)

v .

即

ω(p1) ⩽ ω(p2).

由于 A 是单调上升事件，故

1A(ω(p1)) ⩽ 1A(ω(p2)).

两边取期望，得到

Pp1
(A) ⩽ Pp2

(A).

因此

P (A)

关于 p 单调上升.
(2) 先证明一个简单结论.
设 ξ1, · · · , ξm 相互独立，且

P (ξi = 1) = p, P (ξi = 0) = 1− p.

设事件 C,D 都有如下性质：若把某些坐标由 0 改成 1，则事件一旦发生就仍然发生. 则

P (CD) ⩾ P (C)P (D).

下面证明这个结论. 记
f = 1C , g = 1D.

则 f, g 都随每个坐标的增大而不减.
对坐标个数归纳，若只有一个坐标. 此时

Cov(f(ξ1), g(ξ1)) = p(1− p)
(
f(1)− f(0)

)(
g(1)− g(0)

)
⩾ 0.

所以

Efg ⩾ Ef Eg.
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对一般 m 个坐标，将最后一个坐标单独拿出，记

fi = f(ξ1, · · · , ξm−1, i), gi = g(ξ1, · · · , ξm−1, i), i = 0, 1.

由归纳假设，

E(figi) ⩾ Efi Egi, i = 0, 1.

因此
Efg = (1− p)E(f0g0) + pE(f1g1)

⩾ (1− p)Ef0Eg0 + pEf1Eg1.

又因为 f, g 随坐标增大而不减，所以

Ef0 ⩽ Ef1, Eg0 ⩽ Eg1.

从而

(1− p)Ef0Eg0 + pEf1Eg1 ⩾
(
(1− p)Ef0 + pEf1

)(
(1− p)Eg0 + pEg1

)
.

即

Efg ⩾ Ef Eg.

也就是

P (C ∩D) ⩾ P (C)P (D).

现在回到本题. 对事件 A，如果把若干白子改成黑子，原来的黑子路径不会消失；对事件 B 也同理. 因此上面的
结论可用于 C = A,D = B，得到

P (A ∩B) ⩾ P (A)P (B).

因为 P (A) > 0，所以

P (B | A) =
P (A ∩B)

P (A)
⩾ P (B).
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9 2019 年秋期末考题
1.（10 分）假设 X,Y, Z 是相互独立的随机变量，其中 Z 服从参数为 p 的 Bernoulli 分布，即

Z ∼ B(1, p).

令

V = XZ + Y (1− Z).

用 FX , FY 与 p 表示 V 的分布函数。

2.（10 分）假设 Y 是服从参数为 1 的指数分布随机变量，令

X = Y − ⌊Y ⌋, Z = ⌊Y ⌋,

这里对任意实数 y，⌊y⌋ 表示小于等于 y 的最大整数。

(1) 求 P (X ⩽ x, Z = n)，其中 x ∈ R，n 是非负整数；

(2) X 与 Z 是否独立？为什么？

3.（16 分）假设 X 与 Y 的联合密度是

f(x, y) =
1

2π
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
x2 − 2ρxy + y2

)}
, x, y ∈ R,

其中 ρ ∈ (0, 1)。令

Z =
Y − ρX√
1− ρ2

.

(1) 求 cov(X,Z)；

(2) 求 (X,Z) 的密度函数；

(3) 求 X2 + Z2 的密度函数；

(4) 进一步假设 ρ =
√
2/2，求 P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0)。

4.（14 分）假设随机变量 X,Y 的联合概率密度函数为

f(x, y) =


1

4ah
, −a+ bx < y < a+ bx, −h < x < h,

0, 其他,

其中 a, b, h 都是正常数。

(1) 求 X 与 Y 的相关系数 ρ；

(2) 求条件期望 E(Y | X) 及 Y 关于 X 的最佳线性预测。

5.（10 分）某部电梯只负责将地面乘客送到地上各楼层，且在地面之上有 N 个楼层（不包括地面）。假设从地面上

电梯的人数是均值为 10 的 Poisson 分布的随机变量，且每个进入电梯的人独立地、等可能地选取一个楼层下电
梯。又假设电梯只在有乘客下电梯时才停（地面之上没有上电梯的乘客）。求电梯在卸载所有乘客前期望停的次

数（不包括地面）。

6.（10 分）假设 Xn, n ⩾ 1，是独立同分布的随机变量，且均值为 0，方差有限。令

Sn =

n∑
k=1

Xk.

证明：对任意 p > 1/2，当 n → ∞ 时，
Sn

np

P−→ 0.

7.（15 分）
(1) 假设 X2, X3, · · · , Xn, · · · 是定义在同一个概率空间 (Ω,F , P ) 上的独立随机变量列，满足：

P (Xn = n) = P (Xn = −n) =
1

2n
√

logn
, P (Xn = 0) = 1− 1

n
√

logn
.

当 n → ∞ 时，

n−1
n∑

i=2

Xi

是否依概率收敛？为什么？
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(2) 假设 X1, X2, · · · , Xn, · · · 是定义在同一个概率空间 (Ω,F , P ) 上的独立随机变量列，满足：其中 β > 1，

P (Xn = n) = P (Xn = −n) =
1

2
n−β , P (Xn = 0) = 1− n−β .

当 n → ∞ 时，

n−1
n∑

i=2

Xi

是否几乎处处收敛？为什么？

8.（15 分）用概率方法证明：对任意 x, y > 0，当 n → ∞ 时，

⌊nx⌋∑
k=0

e−ny (ny)
k

k!
−→


0, x < y,

1

2
, x = y,

1, x > y.
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10 2019 年秋期末题解答部分
1.（10 分）假设 X,Y, Z 是相互独立的随机变量，其中 Z ∼ B(1, p)。令

V = XZ + Y (1− Z).

用 FX , FY 与 p 表示 V 的分布函数。

解：

当 Z = 1 时 V = X；当 Z = 0 时 V = Y。故对任意 t ∈ R，

FV (t) = P (V ⩽ t)

= P (X ⩽ t, Z = 1) + P (Y ⩽ t, Z = 0)

= pFX(t) + (1− p)FY (t).

所以

FV (t) = pFX(t) + (1− p)FY (t).

2.（10 分）假设 Y 是服从参数为 1 的指数分布随机变量，令

X = Y − ⌊Y ⌋, Z = ⌊Y ⌋,

这里对任意实数 y，⌊y⌋ 表示小于等于 y 的最大整数。

(1) 求 P (X ⩽ x, Z = n)，其中 x ∈ R，n 是非负整数；

(2) X 与 Z 是否独立？为什么？

解：

(1) 当 Z = n 时，n ⩽ Y < n+ 1，且 X = Y − n。所以

P (X ⩽ x, Z = n) =



0, x < 0,∫ n+x

n

e−y dy = e−n(1− e−x), 0 ⩽ x < 1,∫ n+1

n

e−y dy = e−n(1− e−1), x ⩾ 1.

(2) 有

P (Z = n) =

∫ n+1

n

e−y dy = e−n(1− e−1).

又当 0 ⩽ x < 1 时，

P (X ⩽ x) =

∞∑
n=0

e−n(1− e−x) =
1− e−x

1− e−1
.

因此

P (X ⩽ x, Z = n) = P (X ⩽ x)P (Z = n),

对 x < 0 和 x ⩾ 1 也显然成立，故 X 与 Z 独立。

3.（16 分）假设 X 与 Y 的联合密度是

f(x, y) =
1

2π
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
x2 − 2ρxy + y2

)}
, x, y ∈ R,

其中 ρ ∈ (0, 1)。令

Z =
Y − ρX√
1− ρ2

.

(1) 求 cov(X,Z)；

(2) 求 (X,Z) 的密度函数；

(3) 求 X2 + Z2 的密度函数；

(4) 进一步假设 ρ =
√
2/2，求 P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0)。

解：

(1) 由二维正态分布可知

EX = EY = 0, var(X) = var(Y ) = 1, cov(X,Y ) = ρ.

因此

cov(X,Z) =
cov(X,Y )− ρ var(X)√

1− ρ2
= 0.
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(2) 由
y = ρx+

√
1− ρ2 z

作变量替换，Jacobian 为
√
1− ρ2。代入得

fX,Z(x, z) =
1

2π
exp

{
−x2 + z2

2

}
, x, z ∈ R.

所以 X,Z 相互独立，且均服从 N(0, 1)。

(3) 由上一问，

fX,Z(x, z) =
1

2π
exp

{
−x2 + z2

2

}
.

令

T = X2 + Z2.

当 t ⩽ 0 时，FT (t) = 0。当 t > 0 时，用极坐标换元

x = r cos θ, z = r sin θ,

得
FT (t) = P (X2 + Z2 ⩽ t)

=

∫∫
x2+z2⩽t

1

2π
e−(x2+z2)/2 dx dz

=

∫ 2π

0

∫ √
t

0

1

2π
e−r2/2r dr dθ

= 1− e−t/2.

因此 T = X2 + Z2 的密度函数为

fT (t) =


1

2
e−t/2, t > 0,

0, t ⩽ 0.

(4) 当 ρ =
√
2/2 时，

Y =

√
2

2
X +

√
2

2
Z.

因此

P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0) = P (X ⩾ 0, X + Z ⩾ 0).

由第二问，

fX,Z(x, z) =
1

2π
e−(x2+z2)/2.

记

D = {(x, z) : x ⩾ 0, x+ z ⩾ 0}.

用极坐标换元

x = r cos θ, z = r sin θ,

则区域 D 对应

r ⩾ 0, −π

4
⩽ θ ⩽ π

2
.

所以

P (X ⩾ 0, Y ⩾ 0) =

∫∫
D

1

2π
e−(x2+z2)/2 dx dz

=

∫ π/2

−π/4

∫ ∞

0

1

2π
e−r2/2r dr dθ

=
1

2π
· 3π
4

· 1

=
3

8
.
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4.（14 分）假设随机变量 X,Y 的联合概率密度函数为

f(x, y) =


1

4ah
, −a+ bx < y < a+ bx, −h < x < h,

0, 其他,

其中 a, b, h 都是正常数。

(1) 求 X 与 Y 的相关系数 ρ；

(2) 求条件期望 E(Y | X) 及 Y 关于 X 的最佳线性预测。

解：

(1) 由题意可看作
X ∼ U(−h, h), Y = bX + U,

其中 U ∼ U(−a, a)，且 X 与 U 独立。于是

EX = EY = 0, var(X) =
h2

3
,

cov(X,Y ) = cov(X, bX + U) = b var(X) =
bh2

3
,

var(Y ) = b2 var(X) + var(U) =
b2h2 + a2

3
.

故

ρ =
cov(X,Y )√

var(X) var(Y )
=

bh√
b2h2 + a2

.

(2) 因为给定 X = x 时，

Y | X = x ∼ U(bx− a, bx+ a),

所以

E(Y | X = x) = bx, E(Y | X) = bX.

又 Y 关于 X 的最佳线性预测为

Ŷ = EY +
cov(X,Y )

var(X)
(X − EX) = bX̂.

注：最佳线性预测公式

所谓 Y 关于 X 的最佳线性预测，是指在所有线性函数

α+ βX

中，找一个使均方误差

E
(
Y − α− βX

)2
达到最小的预测式。

若 var(X) > 0，则最优系数为

β =
cov(X,Y )

var(X)
, α = EY − βEX.

因此最佳线性预测为

Ŷ = EY +
cov(X,Y )

var(X)
(X − EX).

本题中

EX = EY = 0,
cov(X,Y )

var(X)
= b,

所以

Ŷ = bX.
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5.（10 分）某部电梯只负责将地面乘客送到地上各楼层，且在地面之上有 N 个楼层（不包括地面）。假设从地面上电梯

的人数是均值为 10 的 Poisson 分布的随机变量，且每个进入电梯的人独立地、等可能地选取一个楼层下电梯。又假
设电梯只在有乘客下电梯时才停（地面之上没有上电梯的乘客）。求电梯在卸载所有乘客前期望停的次数（不包括地

面）。

解：

设上电梯人数为 M ∼ P (10)，电梯停的次数为 T。先固定 M = k。

此时第 i 层没人下的概率为 (
1− 1

N

)k

,

所以第 i 层有人下的概率为

1−
(
1− 1

N

)k

.

故

E(T | M = k) = N

[
1−

(
1− 1

N

)k
]
.

由全期望公式，

ET =

∞∑
k=0

E(T | M = k)P (M = k)

=

∞∑
k=0

N

[
1−

(
1− 1

N

)k
]
e−10 10

k

k!

= N

[
1− e−10

∞∑
k=0

(
10(1− 1

N )
)k

k!

]
= N

(
1− e−10/N

)
.

所以电梯在卸载所有乘客前期望停的次数为

N
(
1− e−10/N

)
.

6.（10 分）假设 Xn, n ⩾ 1，是独立同分布的随机变量，且均值为 0，方差有限。令

Sn =

n∑
k=1

Xk.

证明：对任意 p > 1/2，当 n → ∞ 时，
Sn

np

P−→ 0.

证明：

设 var(X1) = σ2 < ∞。由于 Xk 独立同分布且 EXk = 0，有

ESn = 0, var(Sn) = nσ2.

对任意 ε > 0，由 Chebyshev 不等式，

P

(∣∣∣∣Sn

np

∣∣∣∣ > ε

)
⩽ var(Sn)

ε2n2p

=
nσ2

ε2n2p
=

σ2

ε2n2p−1
→ 0.

因为 p > 1/2，所以 2p− 1 > 0。故
Sn

np

P−→ 0.
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7.（15 分）
(1) 假设 X2, X3, · · · , Xn, · · · 是定义在同一个概率空间 (Ω,F , P ) 上的独立随机变量列，满足：

P (Xn = n) = P (Xn = −n) =
1

2n
√

logn
, P (Xn = 0) = 1− 1

n
√

logn
.

当 n → ∞ 时，

n−1
n∑

i=2

Xi

是否依概率收敛？为什么？

(2) 假设 X1, X2, · · · , Xn, · · · 是定义在同一个概率空间 (Ω,F , P ) 上的独立随机变量列，满足：其中 β > 1，

P (Xn = n) = P (Xn = −n) =
1

2
n−β , P (Xn = 0) = 1− n−β .

当 n → ∞ 时，

n−1
n∑

i=2

Xi

是否几乎处处收敛？为什么？

解：

(1) 依概率收敛到 0。因为

EXi = 0, var(Xi) = EX2
i = i2 · 1

i
√

log i
=

i√
log i

.

由独立性，

var
(
1

n

n∑
i=2

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=2

i√
log i

⩽ 1

n2
· n2

√
log 2

< ∞,

更精确地，
1

n2

n∑
i=2

i√
log i

∼ 1

2
√

logn
→ 0.

于是由 Chebyshev 不等式，对任意 ε > 0，

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=2

Xi

∣∣∣∣∣ > ε

)
⩽ 1

ε2
var

(
1

n

n∑
i=2

Xi

)
→ 0.

故
1

n

n∑
i=2

Xi
P−→ 0.

(2) 几乎处处收敛到 0。因为

P (Xn ̸= 0) = n−β ,

且 β > 1，所以
∞∑

n=1

P (Xn ̸= 0) =

∞∑
n=1

n−β < ∞.

由 Borel-Cantelli 引理，
P (Xn ̸= 0 i.o.) = 0.

因此几乎处处地，只有有限多个 Xn ̸= 0，从而
n∑

i=2

Xi

最终为常数。于是
1

n

n∑
i=2

Xi → 0, a.s.
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8.（15 分）用概率方法证明：对任意 x, y > 0，当 n → ∞ 时，

⌊nx⌋∑
k=0

e−ny (ny)
k

k!
−→


0, x < y,

1

2
, x = y,

1, x > y.

证明：

设

X1, X2, · · ·
i.i.d.∼ P (y), Sn =

n∑
i=1

Xi.

则由 Poisson 分布的可加性，
Sn ∼ P (ny).

所以
⌊nx⌋∑
k=0

e−ny (ny)
k

k!
= P (Sn ⩽ ⌊nx⌋).

又

EX1 = y, var(X1) = y.

由中心极限定理，
Sn − ny
√
ny

d−→ N(0, 1).

因此

P (Sn ⩽ ⌊nx⌋) = P

(
Sn − ny
√
ny

⩽ ⌊nx⌋ − ny
√
ny

)
.

记

an =
⌊nx⌋ − ny

√
ny

.

若 x < y，则 an → −∞，故
P (Sn ⩽ ⌊nx⌋) → 0.

若 x > y，则 an → +∞，故
P (Sn ⩽ ⌊nx⌋) → 1.

若 x = y，则

an =
⌊ny⌋ − ny

√
ny

→ 0,

故

P (Sn ⩽ ⌊ny⌋) → Φ(0) =
1

2
.

综上，

⌊nx⌋∑
k=0

e−ny (ny)
k

k!
−→


0, x < y,

1

2
, x = y,

1, x > y.
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11 2020 年期末考题
1.（15 分）假设盒子里有 r 个红球，b 个蓝球，其中 r, b ⩾ 3。现从中抽取两个球扔掉，然后再从剩下的 r + b− 2 个球

中抽取第 3 个球。

(1) 建立古典概型描述以上随机试验，即，写出样本空间；
(2) 求第 3 个球是红球的概率；

(3) 若观察发现第 3 个球是红球，求扔掉的两个球都是蓝球的概率。

2.（15 分）假设 X1, X2, X3 相互独立，且都服从参数为 1 的指数分布。

(1) 求 P
(
X3 > max(X1, X2)

)
；

(2) 记
U = X1 +X2, V = X1 +X3, W = X2 +X3.

求 (U, V,W ) 的联合概率密度函数；并判断 U, V,W 是否相互独立（须说明理由）。

3.（15 分）假设
X = ea+bZ ,

其中 Z ∼ N(0, 1)，a, b 是实数，且 b ̸= 0。

(1) 写出 Z 的概率密度函数；

(2) 计算 X 的均值与方差。

4.（10 分）假设随机向量 (X,Y ) 的联合概率密度函数为

f(x, y) =


1

4ah
, −a+ bx < y < a+ bx, −h < x < h,

0, 其他,

其中 a, b, h > 0。

(1) 求条件密度 pY |X(y | x)；
(2) 求 Y 关于 X 的最佳预测。

5.（10 分）假设 X1, X2, · · · 独立同分布，方差 σ2 ∈ (0,∞)。记

Yn =
1

n

n∑
i=1

Xi.

(1) 求 Cov(Xi − Yn, Yn)，其中 1 ⩽ i ⩽ n；

(2) 举例说明存在一个共同的分布，使得：对任意满足 1 ⩽ i ⩽ n 的 n 和 i，都有 Xi − Yn 与 Yn 相互独立。

6.（10 分）假设 X 服从泊松分布，参数 λ > 0。写出 X 的分布列，并求 X 的母函数。

7.（5 分）假设 X1, X2, · · · 相互独立，且

P (Xk = 1) = 1− P (Xk = 0) = pk.

其中 pk ∈ (0, 1)，∀k ⩾ 1。令

Sn =

n∑
k=1

Xk.

证明：
Sn − ESn

n

P−→ 0.

8.（10 分）已知某药物有效率为 80%。随机选取 100 位病人服用此药，推导这些病人中药物有效比例在 85% 以上的概
率的近似值。标准正态分布的分布函数表：

Φ(1) = 0.84, Φ(1.25) = 0.89, Φ(1.5) = 0.93, Φ(1.75) = 0.96, Φ(2) = 0.98.

9.（10 分）
(1) 叙述几乎必然收敛的定义；
(2) 叙述 Borel–Cantelli 引理。
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12 2020 年期末题解答部分
1.（15 分）假设盒子里有 r 个红球，b 个蓝球，其中 r, b ⩾ 3。现从中抽取两个球扔掉，然后再从剩下的 r + b− 2 个球

中抽取第 3 个球。

(1) 建立古典概型描述以上随机试验，即，写出样本空间；
(2) 求第 3 个球是红球的概率；

(3) 若观察发现第 3 个球是红球，求扔掉的两个球都是蓝球的概率。

解答 记 N = r + b。将盒中所有球编号为

R1, · · · , Rr, B1, · · · , Bb.

(1) 设前两个被扔掉的球组成集合 D，第 3 个被抽到的球为 z。则样本空间可写为

Ω = {(D, z) : D ⊆ {R1, · · · , Rr, B1, · · · , Bb}, |D| = 2, z /∈ D}.

其中每个样本点等可能，且

|Ω| =
(
N

2

)
(N − 2).

(2) 设事件 A = {第3 个球是红球}。若第 3 个球指定为某一个红球，则前两个扔掉的球可从其余 N − 1 个球中任取

2 个，所以

|A| = r

(
N − 1

2

)
.

因此

P (A) =
r
(
N−1
2

)(
N
2

)
(N − 2)

=
r

N
=

r

r + b
.

(3) 设事件 C = {扔掉的两个球都是蓝球}。要求

P (C | A) =
P (CA)

P (A)
.

在事件 CA 中，第 3 个球为红球，有 r 种选法；扔掉的两个球都是蓝球，有
(
b
2

)
种选法，所以

|CA| = r

(
b

2

)
.

又由上一问，

|A| = r

(
N − 1

2

)
.

因此

P (C | A) =
r
(
b
2

)
r
(
N−1
2

) =

(
b
2

)(
r+b−1

2

) =
b(b− 1)

(r + b− 1)(r + b− 2)
.

2.（15 分）假设 X1, X2, X3 相互独立，且都服从参数为 1 的指数分布。

(1) 求 P
(
X3 > max(X1, X2)

)
；

(2) 记
U = X1 +X2, V = X1 +X3, W = X2 +X3.

求 (U, V,W ) 的联合概率密度函数；并判断 U, V,W 是否相互独立（须说明理由）。

解答

(1) 因为 X1, X2, X3 独立同分布，且指数分布为连续型分布，所以三者取最大值的概率相同，并且并列取最大值的

概率为 0。因此

P
(
X3 > max(X1, X2)

)
=

1

3
.

(2) 由
U = X1 +X2, V = X1 +X3, W = X2 +X3,

反解得

X1 =
U + V −W

2
, X2 =

U +W − V

2
, X3 =

V +W − U

2
.

因为 X1, X2, X3 > 0，所以

u+ v > w, u+ w > v, v + w > u.
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又

x1 + x2 + x3 =
u+ v + w

2
.

计算雅可比行列式： ∣∣∣∣∂(x1, x2, x3)

∂(u, v, w)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1
2

1
2 − 1

2
1
2 − 1

2
1
2

− 1
2

1
2

1
2

∣∣∣∣∣∣ = 1

2
.

因此 (U, V,W ) 的联合概率密度函数为

fU,V,W (u, v, w) =


1

2
e−

u+v+w
2 , u+ v > w, u+ w > v, v + w > u,

0, 其他.

下面判断独立性。由于

U = X1 +X2, V = X1 +X3,

有

Cov(U, V ) = Cov(X1 +X2, X1 +X3) = Var(X1) = 1.

若 U, V,W 相互独立，则特别地 U 与 V 独立，从而应有

Cov(U, V ) = 0,

这与上式矛盾。因此 U, V,W 不相互独立。

3.（15 分）假设
X = ea+bZ ,

其中 Z ∼ N(0, 1)，a, b 是实数，且 b ̸= 0。

(1) 写出 Z 的概率密度函数；

(2) 计算 X 的均值与方差。

解答

(1) 因为 Z ∼ N(0, 1)，所以 Z 的概率密度函数为

fZ(z) =
1√
2π

e−
z2

2 , −∞ < z < +∞.

(2) 由
X = ea+bZ ,

得

EX = E(ea+bZ) = eaE(ebZ).

由于标准正态分布的矩母函数为

E(etZ) = e
t2

2 ,

所以

EX = eae
b2

2 = ea+
b2

2 .

又

EX2 = E(e2a+2bZ) = e2aE(e2bZ) = e2ae
(2b)2

2 = e2a+2b2 .

因此

Var(X) = EX2 − (EX)2 = e2a+2b2 − e2a+b2 .

即

Var(X) = e2a+b2
(
eb

2

− 1
)
.

4.（10 分）假设随机向量 (X,Y ) 的联合概率密度函数为

f(x, y) =


1

4ah
, −a+ bx < y < a+ bx, −h < x < h,

0, 其他,

其中 a, b, h > 0。
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(1) 求条件密度 pY |X(y | x)；
(2) 求 Y 关于 X 的最佳预测。

解答

(1) 先求 X 的边缘密度。若 −h < x < h，则

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y) dy =

∫ a+bx

−a+bx

1

4ah
dy =

2a

4ah
=

1

2h
.

因此

fX(x) =


1

2h
, −h < x < h,

0, 其他.

所以当 −h < x < h 时，

pY |X(y | x) = f(x, y)

fX(x)
=


1

2a
, −a+ bx < y < a+ bx,

0, 其他.

(2) Y 关于 X 的最佳预测为条件期望

E(Y | X = x).

由上一问可知，在给定 X = x 时，

Y | X = x ∼ U(−a+ bx, a+ bx).

因此

E(Y | X = x) =
(−a+ bx) + (a+ bx)

2
= bx.

所以

E(Y | X) = bX.

即 Y 关于 X 的最佳预测为

bX .

注：最佳预测与最佳线性预测的区别.
注意到上一套题的第四题是“最佳线性预测”，这题是“最佳预测”：

在均方误差意义下，Y 关于 X 的最佳预测是

E(Y | X).

它表示在所有 X 的函数 g(X) 中，使

E
(
Y − g(X)

)2
最小的那个预测量。

而 Y 关于 X 的最佳线性预测，是只在所有形如

α+ βX

的线性函数中寻找最优预测量。当 Var(X) > 0 时，它为

EY +
Cov(X,Y )

Var(X)
(X − EX).

因此一般有

E(Y | X) ̸= EY +
Cov(X,Y )

Var(X)
(X − EX).

前者是在所有函数中最优，后者只在线性函数中最优。

特别地，如果 E(Y | X) 本身就是 X 的线性函数，则二者相同。本题中

E(Y | X) = bX,

所以最佳预测与最佳线性预测恰好一致。
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5.（10 分）假设 X1, X2, · · · 独立同分布，方差 σ2 ∈ (0,∞)。记

Yn =
1

n

n∑
i=1

Xi.

(1) 求 Cov(Xi − Yn, Yn)，其中 1 ⩽ i ⩽ n；

(2) 举例说明存在一个共同的分布，使得：对任意满足 1 ⩽ i ⩽ n 的 n 和 i，都有 Xi − Yn 与 Yn 相互独立。

解答

(1) 由

Cov(Xi, Yn) = Cov

Xi,
1

n

n∑
j=1

Xj

 =
σ2

n
, Var(Yn) =

σ2

n
,

得

Cov(Xi − Yn, Yn) = Cov(Xi, Yn)− Var(Yn) = 0.

(2) 取
X1, X2, · · ·

i.i.d.∼ N(0, σ2).

则 Xi − Yn 与 Yn 是正态随机变量组的线性组合，故联合服从二维正态分布。又由第 (1) 问知

Cov(Xi − Yn, Yn) = 0.

二维正态分布中，不相关等价于独立，所以

Xi − Yn 与Yn

相互独立。

6.（10 分）假设 X 服从泊松分布，参数 λ > 0。写出 X 的分布列，并求 X 的母函数。

解答 由 X ∼ P (λ)，得

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, · · · .

其概率母函数为

GX(s) = E(sX) =

∞∑
k=0

sk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

(λs)k

k!
= eλ(s−1).

7.（5 分）假设 X1, X2, · · · 相互独立，且

P (Xk = 1) = 1− P (Xk = 0) = pk,

其中 pk ∈ (0, 1)，∀k ⩾ 1。令

Sn =

n∑
k=1

Xk.

证明：
Sn − ESn

n

P−→ 0.

解答 因为 Xk 相互独立，且 Xk ∼ B(1, pk)，所以

Var(Sn) =

n∑
k=1

Var(Xk) =

n∑
k=1

pk(1− pk) ⩽
n

4
.

由 Chebyshev 不等式，对任意 ε > 0，

P

(∣∣∣∣Sn − ESn

n

∣∣∣∣ ⩾ ε

)
⩽ Var(Sn)

n2ε2
⩽ 1

4nε2
→ 0.

因此
Sn − ESn

n

P−→ 0.
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8.（10 分）已知某药物有效率为 80%。随机选取 100 位病人服用此药，推导这些病人中药物有效比例在 85% 以上的概
率的近似值。标准正态分布的分布函数表：

Φ(1) = 0.84, Φ(1.25) = 0.89, Φ(1.5) = 0.93, Φ(1.75) = 0.96, Φ(2) = 0.98.

解答 设 X 表示 100 位病人中药物有效的人数，则

X ∼ B(100, 0.8).

于是

EX = 80, Var(X) = 100× 0.8× 0.2 = 16.

所求概率为

P

(
X

100
⩾ 0.85

)
= P (X ⩾ 85) = P

(
X − 80

4
⩾ 85− 80

4

)
.

由中心极限定理近似得

P (X ⩾ 85) ≈ 1− Φ(1.25) = 1− 0.89 = 0.11.

因此近似概率为

0.11 .

9.（10 分）
(1) 叙述几乎必然收敛的定义；
(2) 叙述 Borel–Cantelli 引理。
解答

(1) 若
P ({ω : Xn(ω) → X(ω)}) = 1,

则称 Xn 几乎必然收敛于 X，记作

Xn
a.s.−−→ X.

(2) 设 A1, A2, · · · 为一列事件，记

An i.o. = lim sup
n→∞

An =

∞⋂
m=1

∞⋃
n=m

An.

Borel–Cantelli 引理如下：
∞∑

n=1

P (An) < ∞ =⇒ P (An i.o.) = 0.

若进一步 A1, A2, · · · 相互独立，则
∞∑

n=1

P (An) = ∞ =⇒ P (An i.o.) = 1.
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13 2023 年秋期末考题
1.（10 分）设 X1, X2, · · · , X100 独立且服从 B(1, 1

2 )，Y = X1 +X2 + · · ·+X100。试用标准正态分布函数 Φ(x) (x > 0)

估计

P (48 ⩽ Y ⩽ 52).

2.（10 分）设 X1, X2 独立且服从指数分布 Exp( 12 )，求

1

2
(X1 −X2)

的密度函数。

3.（10分）设在 n次独立重复实验中每次的结果都为 1, 2, · · · , k 中的一个，且取到每种结果的概率分别为 p1, p2, · · · , pk。
记 Ni 为 n 次实验中 i 出现的次数，j ̸= i，求

E(Nj | Ni > 0).

4.（15 分）设 X1, X2, · · · 独立且服从参数为 1 的泊松分布，

Wn =
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn).

(1) 求
Yn =

√
n(Wn − 1)

的特征函数；

(2) 证明存在 Y 使得 Yn
d−→ Y，并指出 Y 服从什么分布。

5.（15 分）设 f1(x, y), f2(x, y) 都是二元正态分布的密度函数，且两个边缘的期望均为 0，方差均为 1，f1(x, y), f2(x, y)

的两个边缘的相关系数分别为 ρ,−ρ。设 (X,Y ) 的密度函数为

1

2

(
f1(x, y) + f2(x, y)

)
.

(1) 证明 X ∼ N(0, 1), Y ∼ N(0, 1)；

(2) 求 X,Y 的相关系数；

(3) X,Y 是否独立？为什么？

6.（10 分）设 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布，证明
Xn

n

a.s.−−→ 0

当且仅当

E|X| < ∞.

7.（10 分）设 Xn
a.s.−−→ X，且存在 M > 0 使得

EX2 < M, EX2
n < M, ∀n.

证明

lim
n→∞

EXn = EX.

8.（10 分）设 f 是 [−1, 1] 上的连续函数，求

lim
n→∞

1

2n

∫ 1

−1

· · ·
∫ 1

−1

f

(
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

n

)
dx1dx2 · · · dxn.

9.（10 分）设事件 A,B 满足

P (A) = a ∈ (0, 1), P (B) = b, P (AB) = p,

X = 1A, Y = 1B。
(1) 证明 X 的任意函数均可以在几乎处处的意义下表示成

c11A + c21Ac

的形式，其中 c1, c2 ∈ R。
(2) 在 X 的线性函数中找 Y 的最优预测 Ŷ，并计算

E(Y − Ŷ )2.
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14 2023 年秋期末题解答部分
1.（10 分）设 X1, X2, · · · , X100 独立且服从 B(1, 1

2 )，Y = X1 +X2 + · · ·+X100。试用标准正态分布函数 Φ(x) (x > 0)

估计

P (48 ⩽ Y ⩽ 52).

解： Y ∼ B(100, 1
2 )，故 EY = 50, DY = 25。由中心极限定理，

P (48 ⩽ Y ⩽ 52) ≈ P

(
48− 50

5
⩽ Z ⩽ 52− 50

5

)
= P

(
−2

5
⩽ Z ⩽ 2

5

)
.

因此

P (48 ⩽ Y ⩽ 52) ≈ 2Φ

(
2

5

)
− 1.

【注意】：如果考虑连续性修正，答案如下：

解： Y ∼ B(100, 1
2 )，故 EY = 50, DY = 25。由中心极限定理及连续性修正，

P (48 ⩽ Y ⩽ 52) ≈ P

(
47.5− 50

5
⩽ Z ⩽ 52.5− 50

5

)
= 2Φ

(
1

2

)
− 1.

P (48 ⩽ Y ⩽ 52) ≈ 2Φ

(
1

2

)
− 1

2.（10 分）设 X1, X2 独立且服从指数分布 Exp( 12 )，求

1

2
(X1 −X2)

的密度函数。

解：设

Y =
1

2
(X1 −X2), U = X1,

Jacobian 为 ∣∣∣∣∂(x1, x2)

∂(u, y)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1 0

1 −2

∣∣∣∣ = 2.

又 X1, X2 独立且均服从 Exp( 12 )，所以

fX1,X2
(x1, x2) =

1

4
e−

x1+x2
2 , x1 > 0, x2 > 0.

因此

fU,Y (u, y) =
1

4
e−

u+u−2y
2 · 2 =

1

2
e−u+y,

其中区域为

u > 0, u− 2y > 0,

即

u > max{0, 2y}.

于是

fY (y) =

∫ +∞

max{0,2y}

1

2
e−u+y du.

当 y < 0 时，

fY (y) =

∫ +∞

0

1

2
e−u+y du =

1

2
ey.

当 y ⩾ 0 时，

fY (y) =

∫ +∞

2y

1

2
e−u+y du =

1

2
e−y.

所以

fY (y) =
1

2
e−|y|, −∞ < y < +∞.
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3.（10分）设在 n次独立重复实验中每次的结果都为 1, 2, · · · , k 中的一个，且取到每种结果的概率分别为 p1, p2, · · · , pk。
记 Ni 为 n 次实验中 i 出现的次数，j ̸= i，求

E(Nj | Ni > 0).

解：由条件期望定义，

E(Nj | Ni > 0) =
E
(
Nj1{Ni>0}

)
P (Ni > 0)

.

其中

P (Ni > 0) = 1− (1− pi)
n.

又

E
(
Nj1{Ni=0}

)
= npj(1− pi)

n−1,

所以

E
(
Nj1{Ni>0}

)
= ENj − E

(
Nj1{Ni=0}

)
= npj

[
1− (1− pi)

n−1
]
.

故

E(Nj | Ni > 0) =
npj
[
1− (1− pi)

n−1
]

1− (1− pi)n
.

4.（15 分）设 X1, X2, · · · 独立且服从参数为 1 的泊松分布，

Wn =
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn).

(1) 求
Yn =

√
n(Wn − 1)

的特征函数；

(2) 证明存在 Y 使得 Yn
d−→ Y，并指出 Y 服从什么分布。

解：

(1) 记 Sn = X1 + · · ·+Xn，则

Yn =
Sn − n√

n
.

因为 Xi ∼ P (1)，其特征函数为

φX(t) = exp(eit − 1),

所以

φYn
(t) = E exp

{
it
Sn − n√

n

}
= e−it

√
n
[
exp

(
eit/

√
n − 1

)]n
.

因此

φYn(t) = exp
{
n

(
eit/

√
n − 1− it√

n

)}
.

(2) 由 Taylor 展开，

eit/
√
n = 1 +

it√
n
− t2

2n
+ o

(
1

n

)
,

故

n

(
eit/

√
n − 1− it√

n

)
−→ − t2

2
.

于是

φYn
(t) −→ e−t2/2.

而 e−t2/2 是标准正态分布 N(0, 1) 的特征函数，由连续性定理，

Yn
d−→ Y, Y ∼ N(0, 1).
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5.（15 分）设 f1(x, y), f2(x, y) 都是二元正态分布的密度函数，且两个边缘的期望均为 0，方差均为 1，f1(x, y), f2(x, y)

的两个边缘的相关系数分别为 ρ,−ρ。设 (X,Y ) 的密度函数为

1

2

(
f1(x, y) + f2(x, y)

)
.

(1) 证明 X ∼ N(0, 1), Y ∼ N(0, 1)；

(2) 求 X,Y 的相关系数；

(3) X,Y 是否独立？为什么？

解：

(1) 由于 f1, f2 的两个边缘分布均为 N(0, 1)，故

fX(x) =

∫ +∞

−∞

1

2
(f1(x, y) + f2(x, y)) dy =

1

2
φ(x) +

1

2
φ(x) = φ(x),

其中 φ(x) 为标准正态密度函数。所以

X ∼ N(0, 1).

同理

Y ∼ N(0, 1).

(2) 由第 (1) 问知
EX = EY = 0, DX = DY = 1.

又因为 f1, f2 对应的相关系数分别为 ρ,−ρ，由题意，

fX,Y (x, y) =
1

2
(f1(x, y) + f2(x, y)).

因此

EXY =

∫∫
xyfX,Y (x, y) dxdy =

1

2

∫∫
xyf1(x, y) dxdy +

1

2

∫∫
xyf2(x, y) dxdy.

对于 f1，其两个边缘期望为 0，方差为 1，相关系数为 ρ，故∫∫
xyf1(x, y) dxdy = ρ.

同理，对于 f2，有 ∫∫
xyf2(x, y) dxdy = −ρ.

于是

EXY =
1

2
ρ+

1

2
(−ρ) = 0.

又由第 (1) 问知 EX = EY = 0, DX = DY = 1，故

Corr(X,Y ) = 0.

(3) 当 ρ = 0 时，f1, f2 都是两个独立标准正态变量的联合密度，因此 X,Y 独立。

当 ρ ̸= 0 时，

f(x, y) =
1

4π
√

1− ρ2

[
e
− x2−2ρxy+y2

2(1−ρ2) + e
− x2+2ρxy+y2

2(1−ρ2)

]
.

若 X,Y 独立，则应有

f(x, y) = fX(x)fY (y) =
1

2π
e−

x2+y2

2 .

但当 ρ ̸= 0 时，上式一般不成立，例如在 (0, 0) 处两边分别为

f(0, 0) =
1

2π
√
1− ρ2

, fX(0)fY (0) =
1

2π
.

二者不相等，故 X,Y 不独立。

综上，

ρ = 0 时X,Y 独立；ρ ̸= 0 时X,Y 不独立。
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6.（10 分）设 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布，证明
Xn

n

a.s.−−→ 0

当且仅当

E|X| < ∞.

解：先证充分性。设 E|X| < ∞，记
Sn = X1 + · · ·+Xn.

由强大数定律，
Sn

n

a.s.−−→ EX.

同时
Sn−1

n− 1

a.s.−−→ EX.

注意到
Xn

n
=

Sn

n
− n− 1

n
· Sn−1

n− 1
,

所以
Xn

n

a.s.−−→ EX − EX = 0.

再证必要性。设
Xn

n

a.s.−−→ 0.

则

P (|Xn| > n i.o.) = 0.

令

An = {|Xn| > n}.

由于 X1, X2, · · · 相互独立，所以 A1, A2, · · · 相互独立。由 Borel-Cantelli 引理的逆命题，
∞∑

n=1

P (An) < ∞.

即
∞∑

n=1

P (|Xn| > n) < ∞.

又因 Xn 与 X 同分布，所以
∞∑

n=1

P (|X| > n) < ∞.

下面证明 E|X| < ∞。对任意 x ⩾ 0，有

x ⩽ 1 +

∞∑
n=1

1{x>n}.

取 x = |X|，得

|X| ⩽ 1 +

∞∑
n=1

1{|X|>n}.

两边取期望，

E|X| ⩽ 1 +

∞∑
n=1

P (|X| > n) < ∞.

故

E|X| < ∞.

综上，
Xn

n

a.s.−−→ 0 ⇐⇒ E|X| < ∞.
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7.（10 分）设 Xn
a.s.−−→ X，且存在 M > 0 使得

EX2 < M, EX2
n < M, ∀n.

证明

lim
n→∞

EXn = EX.

思路：若只知道 Xn
a.s.−−→ X, 一般不能推出 EXn → EX，因为极限可以和期望交换需要额外条件控制随机变量的尾

部。（“控制尾部”里的“尾部”，指的是随机变量取特别大的值的那一部分，是违背有界收敛定理的因素。）

题目给出 EX2
n < M,EX2 < M, 就是为了控制尾部。具体来说，当 |Xn| > K 时，有 |Xn| ⩽ X2

n

K ,，因此

E
(
|Xn|1{|Xn|>K}

)
⩽ EX2

n

K
⩽ M

K
.

这说明 Xn 的“大尾巴”可以被统一控制住。

所以证明时先把 Xn 截断成有界变量 gK(Xn)。对于有界部分，gK(Xn)
a.s.−−→ gK(X), 可以用有界收敛定理推出

EgK(Xn) → EgK(X). 剩下的尾部再用二阶矩估计压掉。最后令 K → ∞，就得到 EXn → EX.

证明：对 K > 0，定义截断函数

gK(x) =


−K, x < −K,

x, |x| ⩽ K,

K, x > K.

由于 Xn
a.s.−−→ X，且 gK 有界连续，故

gK(Xn)
a.s.−−→ gK(X).

由有界收敛定理，

EgK(Xn) −→ EgK(X).

又

|EXn − EX| ⩽ |EgK(Xn)− EgK(X)|+ E|Xn − gK(Xn)|+ E|X − gK(X)|.

其中

E|Xn − gK(Xn)| ⩽ E
(
|Xn|1{|Xn|>K}

)
⩽ EX2

n

K
<

M

K
,

同理

E|X − gK(X)| < M

K
.

所以

lim sup
n→∞

|EXn − EX| ⩽ 2M

K
.

令 K → ∞，得
lim
n→∞

EXn = EX.

注：本题中用到的有界收敛定理是：

若

Xn
a.s.−−→ X,

且存在常数 C > 0，使得对所有 n 都有

|Xn| ⩽ C,

则

EXn −→ EX.
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8.（10 分）设 f 是 [−1, 1] 上的连续函数，求

lim
n→∞

1

2n

∫ 1

−1

· · ·
∫ 1

−1

f

(
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

n

)
dx1dx2 · · · dxn.

解：设 X1, X2, · · · 独立同分布，且 Xi ∼ U [−1, 1]，则原式等于

Ef

(
X2

1 +X2
2 + · · ·+X2

n

n

)
.

又

EX2
1 =

1

2

∫ 1

−1

x2 dx =
1

3
.

由强大数定律，
X2

1 +X2
2 + · · ·+X2

n

n

a.s.−−→ 1

3
.

因为 f 连续，所以

f

(
X2

1 + · · ·+X2
n

n

)
a.s.−−→ f

(
1

3

)
.

且 f 在 [−1, 1] 上连续，故有界，由有界收敛定理得

lim
n→∞

Ef

(
X2

1 + · · ·+X2
n

n

)
= f

(
1

3

)
.

因此

lim
n→∞

1

2n

∫ 1

−1

· · ·
∫ 1

−1

f

(
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

n

)
dx1dx2 · · · dxn = f

(
1

3

)
.

9.（10 分）设事件 A,B 满足

P (A) = a ∈ (0, 1), P (B) = b, P (AB) = p,

X = 1A, Y = 1B。
(1) 证明 X 的任意函数均可以在几乎处处的意义下表示成

c11A + c21Ac

的形式，其中 c1, c2 ∈ R。
(2) 在 X 的线性函数中找 Y 的最优预测 Ŷ，并计算

E(Y − Ŷ )2.

解：

(1) 因为

X = 1A =

{
1, ω ∈ A,

0, ω ∈ Ac,

所以对任意函数 g，有

g(X) = g(1)1A + g(0)1Ac .

取

c1 = g(1), c2 = g(0),

即得

g(X) = c11A + c21Ac .

(2) 最优预测为
Ŷ = E(Y | X).

由第 (1) 问，设
Ŷ = c11A + c21Ac .

在 A 上，

c1 = E(Y | A) = P (B | A) =
p

a
.
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在 Ac 上，

c2 = E(Y | Ac) = P (B | Ac) =
P (B)− P (AB)

P (Ac)
=

b− p

1− a
.

故

Ŷ =
p

a
1A +

b− p

1− a
1Ac .

即

Ŷ =
p

a
X +

b− p

1− a
(1−X).

又因为 Y 2 = Y，所以

E(Y − Ŷ )2 = EY 2 − EŶ 2 = b−

[
a
(p
a

)2
+ (1− a)

(
b− p

1− a

)2
]
.

因此

E(Y − Ŷ )2 = b− p2

a
− (b− p)2

1− a
.

【注】：

本题第 (2) 问也可以直接使用最佳线性预测公式。若在 X 的线性函数中预测 Y，则

Ŷ = EY +
Cov(X,Y )

Var(X)
(X − EX).

本题中

X = 1A, Y = 1B ,

所以

EX = a, EY = b,

Var(X) = a(1− a),

并且

Cov(X,Y ) = E(XY )− EXEY = P (AB)− P (A)P (B) = p− ab.

因此

Ŷ = b+
p− ab

a(1− a)
(X − a).

又因为 X = 1A，所以也可以写成
Ŷ =

p

a
1A +

b− p

1− a
1Ac .

这与前面用条件期望算出的结果一致。

同时，最佳线性预测误差满足

E(Y − Ŷ )2 = Var(Y )− Cov2(X,Y )

Var(X)
.

由于

Var(Y ) = b(1− b),

故

E(Y − Ŷ )2 = b(1− b)− (p− ab)2

a(1− a)
.

这个结果与

b− p2

a
− (b− p)2

1− a

是等价的。
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15 2024 年春期末考题
本试卷满分为 105 分，按照 min{卷面成绩, 100} 计入总评。

1.（15 分）随机变量 Y 服从参数为 λ 的指数分布。用 [y] 表示不超过 y 的最大整数，随机变量

X = Y − [Y ], Z = [Y ].

(1) 计算 P (X ⩽ x, Z = n)，这里 x 是一实数，n 是非负整数；

(2) 计算 X 与 Z 的分布；

(3) 讨论 X 与 Z 的独立性。

2.（10 分）随机变量 Xn 依分布收敛于 X，Yn 依分布收敛于正常数 c，证明随机变量 XnYn 依分布收敛于 cX。

3.（10 分）证明：随机变量 X 与自身是独立的，当且仅当 X 是几乎处处常值的。

4.（10 分）随机变量 Xn 独立同分布于参数为 1 的指数分布，给定正实数 α，证明

P (Xn > α lnn i.o.) =
{
1, 0 < α ⩽ 1,

0, α > 1.

5.（20 分）设 X1, X2, · · · 是独立同分布的随机变量，令

Sn = X1 + · · ·+Xn.

(1) 若 µ = EX1 > 0，证明对 α < 1，

lim
n→∞

P (Sn ⩾ nα) = 1;

(2) 若 µ = EX1 = 0，EX2
1 < ∞，计算

lim
n→∞

P (Sn ⩾ nα).

6.（10 分）某城市有 10000 名市民与两个剧院，每个剧院有 x 个座位，每个市民独立等可能地选择一个剧院看戏。若希

望“某个市民来到剧院后因为没有座位不得不放弃看戏”的概率不超过 0.01，计算 x 的最小值。

参考数据：

Φ(2.05) = 0.98, Φ(2.17) = 0.985, Φ(2.33) = 0.99, Φ(2.58) = 0.995,

Φ 是标准正态函数。

7.（15 分）对随机变量 X,Y，定义

d(X,Y ) = E
|X − Y |

1 + |X − Y |
.

(1) 证明 d 定义了随机变量之间的一个距离，或曰 d 满足正定性、对称性、三角不等式；

(2) 证明随机变量 Xn 依概率收敛于 X 当且仅当

lim
n→∞

d(Xn, X) = 0.

8.（15 分）
(1) 随机向量

Y = (Y1, · · · , Yn)
T

服从正态分布，对任意的 k ̸= j，

E(Yk | Yj) = 0, E(Y 2
k | Yj) = 1.

计算 Y 的密度函数。

(2) 随机向量
X = (X1, X2, X3)

T

服从期望为 0 的正态分布，且

E(X2
1 | X2) = X2

3 .

计算

E
X2

1 +X2
2

X2
2 +X2

3

.
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16 2024 年春期末题解答部分
1.（15 分）随机变量 Y 服从参数为 λ 的指数分布。用 [y] 表示不超过 y 的最大整数，随机变量

X = Y − [Y ], Z = [Y ].

(1) 计算 P (X ⩽ x, Z = n)，这里 x 是一实数，n 是非负整数；

(2) 计算 X 与 Z 的分布；

(3) 讨论 X 与 Z 的独立性。

解答 因为

Z = n ⇐⇒ n ⩽ Y < n+ 1, X = Y − n.

(1) 对 n = 0, 1, 2, · · ·，

P (X ⩽ x, Z = n) =



0, x < 0,∫ n+x

n

λe−λy dy, 0 ⩽ x < 1,∫ n+1

n

λe−λy dy, x ⩾ 1.

即

P (X ⩽ x, Z = n) =


0, x < 0,

e−λn(1− e−λx), 0 ⩽ x < 1,

e−λn(1− e−λ), x ⩾ 1.

(2) Z 的分布：

P (Z = n) = P (n ⩽ Y < n+ 1) =

∫ n+1

n

λe−λy dy = e−λn(1− e−λ),

其中 n = 0, 1, 2, · · ·。
X 的分布：

P (X ⩽ x) =

∞∑
n=0

P (X ⩽ x, Z = n).

因此当 x < 0 时，

FX(x) = 0.

当 0 ⩽ x < 1 时，

FX(x) =

∞∑
n=0

e−λn(1− e−λx) = (1− e−λx)

∞∑
n=0

e−λn.

由于
∞∑

n=0

e−λn =
1

1− e−λ
,

所以

FX(x) =
1− e−λx

1− e−λ
, 0 ⩽ x < 1.

当 x ⩾ 1 时，显然 FX(x) = 1。综上，

FX(x) =


0, x < 0,

1− e−λx

1− e−λ
, 0 ⩽ x < 1,

1, x ⩾ 1.

因而

fX(x) =


λe−λx

1− e−λ
, 0 < x < 1,

0, 其他.

(3) 当 0 ⩽ x < 1 时，

P (X ⩽ x, Z = n) = e−λn(1− e−λx) = P (X ⩽ x)P (Z = n).

其余 x 的情形显然也成立，所以 X 与 Z 独立。
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2.（10 分）随机变量 Xn 依分布收敛于 X，Yn 依分布收敛于正常数 c，证明随机变量 XnYn 依分布收敛于 cX。

解答 因为 Yn
d−→ c，且极限为常数，所以 Yn

P−→ c. 又因为 Xn
d−→ X，所以 Xn 依概率有界，即对任意 ε > 0，存

在 M > 0，使得当 n 充分大时，

P (|Xn| > M) < ε.

于是对任意 δ > 0，有

P
(
|Xn(Yn − c)| > δ

)
⩽ P (|Xn| > M) + P

(
|Yn − c| > δ

M

)
.

令 n → ∞，右端趋于不超过 ε。再令 ε → 0，得到 Xn(Yn − c)
P−→ 0, 即 XnYn − cXn

P−→ 0.

又因为 Xn
d−→ X，且 c > 0，所以 cXn

d−→ cX. 下面证明把一个依概率趋于 0 的量加上去不改变依分布极限。

记

Un = cXn, Vn = XnYn.

则

Vn − Un
P−→ 0.

对任意 x 和任意 η > 0，有

P (Vn ⩽ x) ⩽ P (Un ⩽ x+ η) + P (|Vn − Un| > η).

P (Vn ⩽ x) ⩾ P (Un ⩽ x− η)− P (|Vn − Un| > η).

令 n → ∞，再令 η ↓ 0，在 cX 的连续点 x 处得到

P (Vn ⩽ x) → P (cX ⩽ x).

因此

XnYn = Vn
d−→ cX.

注：本题用到以下几个基本结论。

(1) 若
Yn

d−→ c,

其中 c 为常数，则

Yn
P−→ c.

(2) 若
Xn

d−→ X,

则 {Xn} 依概率有界，即对任意 ε > 0，存在 M > 0，使得当 n 充分大时，

P (|Xn| > M) < ε.

3.（10 分）证明：随机变量 X 与自身是独立的，当且仅当 X 是几乎处处常值的。

解答 若 X 与自身独立，则对任意 x，事件 {X ⩽ x} 与自身独立，所以

P (X ⩽ x) = P (X ⩽ x)2.

故

FX(x) ∈ {0, 1}, ∀x.

由分布函数的单调性、右连续性及

lim
x→−∞

FX(x) = 0, lim
x→+∞

FX(x) = 1,

知 FX 只能在某点 c 处从 0 跳到 1，于是

P (X = c) = 1.

即 X 几乎处处常值。

反之，若 P (X = c) = 1，则对任意 Borel 集 A,B，

P (X ∈ A, X ∈ B) = P (X ∈ A)P (X ∈ B),

所以 X 与自身独立。
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4.（10 分）随机变量 Xn 独立同分布于参数为 1 的指数分布，给定正实数 α，证明

P (Xn > α lnn i.o.) =
{
1, 0 < α ⩽ 1,

0, α > 1.

解答 令

An = {Xn > α lnn}.

因为 Xn ∼ E(1)，所以

P (An) = P (Xn > α lnn) = e−α ln n =
1

nα
.

因此
∞∑

n=1

P (An) =

∞∑
n=1

1

nα
=

{
∞, 0 < α ⩽ 1,

< ∞, α > 1.

又由于 Xn 相互独立，所以事件 An 相互独立。由 Borel-Cantelli 引理，

P (An i.o.) =
{
1, 0 < α ⩽ 1,

0, α > 1.

5.（20 分）设 X1, X2, · · · 是独立同分布的随机变量，令

Sn = X1 + · · ·+Xn.

(1) 若 µ = EX1 > 0，证明对 α < 1，

lim
n→∞

P (Sn ⩾ nα) = 1;

(2) 若 µ = EX1 = 0，EX2
1 < ∞，计算

lim
n→∞

P (Sn ⩾ nα).

解答

(1) 因为 X1, X2, · · · 独立同分布，且 EX1 = µ > 0，由强大数定律，

Sn

n

a.s.−−→ µ.

于是
Sn

n

P−→ µ.

又因为 α < 1，所以 nα−1 → 0, 因此当 n 充分大时，nα−1 < µ/2.

从而

P (Sn ⩾ nα) = P

(
Sn

n
⩾ nα−1

)
⩾ P

(
Sn

n
⩾ µ/2

)
→ 1.

(2) 令
σ2 = EX2

1 .

因为 EX1 = 0，所以

σ2 = Var(X1).

若 σ2 > 0，由中心极限定理，
Sn

σ
√
n

d−→ N(0, 1).

因此

P (Sn ⩾ nα) = P

(
Sn

σ
√
n
⩾ nα

σ
√
n

)
= P

(
Sn

σ
√
n
⩾ nα− 1

2

σ

)
.

下面分三种情况讨论：
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当 α <
1

2
时，

nα− 1
2

σ
→ 0,

所以

lim
n→∞

P (Sn ⩾ nα) = P (N(0, 1) ⩾ 0) =
1

2
.

当 α =
1

2
时，

nα− 1
2

σ
=

1

σ
,

所以

lim
n→∞

P (Sn ⩾ nα) = P

(
N(0, 1) ⩾ 1

σ

)
= 1− Φ

(
1

σ

)
.

当 α >
1

2
时，

nα− 1
2

σ
→ +∞.

因而

lim
n→∞

P (Sn ⩾ nα) = 0.

综上，当 σ2 = EX2
1 > 0 时，

lim
n→∞

P (Sn ⩾ nα) =



1

2
, α <

1

2
,

1− Φ

(
1

σ

)
, α =

1

2
,

0, α >
1

2
.

若 σ2 = 0，则 X1 = 0 a.s.，从而 Sn = 0 a.s.，此时

P (Sn ⩾ nα) = 0.

6.（10 分）某城市有 10000 名市民与两个剧院，每个剧院有 x 个座位，每个市民独立等可能地选择一个剧院看戏。若希

望“某个市民来到剧院后因为没有座位不得不放弃看戏”的概率不超过 0.01，计算 x 的最小值。

参考数据：

Φ(2.05) = 0.98, Φ(2.17) = 0.985, Φ(2.33) = 0.99, Φ(2.58) = 0.995,

Φ 是标准正态函数。

解答 设选择第一个剧院的人数为 N，则

N ∼ B

(
10000,

1

2

)
.

于是由中心极限定理，

Z =
N − 5000

50
≈ N(0, 1).

有人没有座位，当且仅当某个剧院人数超过 x，即要求等价于

P (10000− x ⩽ N ⩽ x) ⩾ 0.99.

即

P

(
−x− 5000

50
⩽ Z ⩽ x− 5000

50

)
⩾ 0.99.

由

Φ(2.58) = 0.995

可得

P (−2.58 ⩽ Z ⩽ 2.58) = 0.99.

故取
x− 5000

50
⩾ 2.58.

于是

x ⩾ 5000 + 2.58× 50 = 5129.

所以 x 的最小值近似为

5129 .
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7.（15 分）对随机变量 X,Y，定义

d(X,Y ) = E
|X − Y |

1 + |X − Y |
.

(1) 证明 d 定义了随机变量之间的一个距离，或曰 d 满足正定性、对称性、三角不等式；

(2) 证明随机变量 Xn 依概率收敛于 X 当且仅当

lim
n→∞

d(Xn, X) = 0.

解答 记

φ(t) =
t

1 + t
, t ⩾ 0.

则 φ(t) ⩾ 0，且 φ(t) = 0 当且仅当 t = 0。

(1) 显然
d(X,Y ) ⩾ 0, d(X,Y ) = d(Y,X).

若 d(X,Y ) = 0，则
|X − Y |

1 + |X − Y |
= 0 a.s.,

因此

X = Y a.s.

即 d 在按几乎处处相等等同的随机变量类上满足正定性。

又因为对任意 a, b ⩾ 0，有
a+ b

1 + a+ b
⩽ a

1 + a
+

b

1 + b
,

且

|X − Z| ⩽ |X − Y |+ |Y − Z|,
所以

|X − Z|
1 + |X − Z|

⩽ |X − Y |+ |Y − Z|
1 + |X − Y |+ |Y − Z|

⩽ |X − Y |
1 + |X − Y |

+
|Y − Z|

1 + |Y − Z|
.

两边取期望，得

d(X,Z) ⩽ d(X,Y ) + d(Y, Z).

因此 d 满足三角不等式。

(2) 先设
Xn

P−→ X.

对任意 ε > 0，有

d(Xn, X) = E
|Xn −X|

1 + |Xn −X|

⩽ ε

1 + ε
+ P (|Xn −X| > ε).

令 n → ∞，得
lim sup
n→∞

d(Xn, X) ⩽ ε

1 + ε
.

再令 ε ↓ 0，得

d(Xn, X) → 0.

反过来，若

d(Xn, X) → 0,

则对任意 ε > 0，在事件 {|Xn −X| > ε} 上有
|Xn −X|

1 + |Xn −X|
⩾ ε

1 + ε
.

因此

d(Xn, X) ⩾ ε

1 + ε
P (|Xn −X| > ε).

所以

P (|Xn −X| > ε) ⩽ 1 + ε

ε
d(Xn, X) → 0.

故

Xn
P−→ X.
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8.（15 分）
(1) 随机向量

Y = (Y1, · · · , Yn)
T

服从正态分布，对任意的 k ̸= j，

E(Yk | Yj) = 0, E(Y 2
k | Yj) = 1.

计算 Y 的密度函数。

(2) 随机向量
X = (X1, X2, X3)

T

服从期望为 0 的正态分布，且

E(X2
1 | X2) = X2

3 .

计算

E
X2

1 +X2
2

X2
2 +X2

3

.

解答

(1)

E(Yk | Yj) = EYk +
Cov(Yk, Yj)

Var(Yj)
(Yj − EYj).

已知对任意 k ̸= j，E(Yk | Yj) = 0, 故 EYk = 0,Cov(Yk, Yj) = 0, 又 E(Y 2
k | Yj) = 1. 因为此时 Yk 与 Yj 不相关，

而正态分布中不相关即独立，所以

E(Y 2
k | Yj) = EY 2

k = 1.

因此

EYk = 0, Var(Yk) = 1,

且各分量两两不相关，从而相互独立。

所以 Y 服从 n 维标准正态分布，其密度函数为

fY (y1, · · · , yn) =
1

(2π)n/2
exp

{
−1

2

n∑
i=1

y2i

}
, yi ∈ R.

(2) 设

E(X1 | X2) = EX1 +
Cov(X1, X2)

Var(X2)
(X2 − EX2) = aX2, Var(X1 | X2) = Var(X1)−

Cov2(X1, X2)

Var(X2)
= σ2.

由正态条件分布公式，

E(X2
1 | X2) = Var(X1 | X2) +

(
E(X1 | X2)

)2
= σ2 + a2X2

2 .

又已知

E(X2
1 | X2) = X2

3 .

左边是 X2 的函数，所以 X2
3 也是 X2 的函数。由于 (X2, X3) 服从二维正态分布，故必有

X3 = bX2 a.s.

于是

X2
3 = b2X2

2 .

因而

σ2 + a2X2
2 = b2X2

2 .

比较常数项与二次项，得

σ2 = 0, a2 = b2.

所以

X1 = aX2 a.s., X2
3 = a2X2

2 ,

从而

X2
1 = X2

3 a.s.

因此
X2

1 +X2
2

X2
2 +X2

3

=
X2

3 +X2
2

X2
2 +X2

3

= 1 a.s.

所以

E
X2

1 +X2
2

X2
2 +X2

3

= 1.
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17 2024 年秋期末考题
1.（8 分）设随机变量 Z ∼ N(0, 1)，求

E(ZeZ), E(Z2eZ).

2.（12 分）设随机变量 X 的分布函数为 F (x)，且随机变量 Y 与 X 相互独立。

(1) 证明：
E(F (Y )) = P (X ⩽ Y ).

(2) 若 X ∼ N(0, 1)，Y ∼ N(µ, σ2)，证明：

P (X ⩽ Y ) = F

(
µ√

1 + σ2

)
.

3.（14 分）设 X1, . . . , Xn 独立同分布，且都服从单位圆周上的均匀分布。对每个 i = 1, . . . , n，定义事件 Ai 为：所有

点 X1, . . . , Xn 均落在以 Xi 为起点、顺时针方向长度为半个圆周的闭半圆内；定义事件 Bi 为：所有点 X1, . . . , Xn

均落在以 Xi 为起点、逆时针方向长度为半个圆周的闭半圆内。

(1) 求

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
.

(2) 令

Y =

n∑
i=1

IAi∪Bi ,

求 EY 和 DY。

4.（14 分）设随机变量 X1, . . . , Xn 满足

EXi = 0, EX2
i < ∞, i = 1, . . . , n.

记

X = (X1, . . . , Xn)
⊤,

且设 Σ 为 X1, . . . , Xn 的协方差矩阵。

(1) 证明：
Σ 非退化⇐⇒对任意a ∈ Rn, 若a⊤X = 0 a.s., 则a = 0.

(2) 若 Σ 非退化，Y 为随机变量，且

EY = 0, EY 2 < ∞,

求

R(a) = E

(
Y −

n∑
i=1

aiXi

)2

= E
(
Y − a⊤X

)2
的最小值点 a。

5.（14 分）设随机变量 X1, X2, . . . 相互独立，且对每个 n ⩾ 1，有

P (Xn = −n) = P (Xn = n) =
1

2
n−β , P (Xn = 0) = 1− n−β .

令

Sn =

n∑
i=1

Xi.

(1) 当 0 < β ⩽ 1 时，证明：

n−3/2Sn
P−→ 0.

(2) 当 β > 1, α > 0 时，证明：

n−αSn
a.s.−−→ 0.

6.（10 分）设随机变量 X 在集合 {0, 1, . . . , N − 1} 上服从均匀分布，即

P (X = k) =
1

N
, k = 0, 1, . . . , N − 1.

(1) 求 X 的母函数。

(2) 若 N 为合数，证明：X 可表示为两个非退化独立随机变量之和。
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7.（14 分）设 Xr 服从参数为 r 的 Γ 分布，其密度函数为

pr(x) =
xr−1

Γ(r)
e−xI{x⩾0}, r > 0.

(1) 求
lim
n→∞

P (Xn ⩽ n+ a
√
n).

(2) 证明：
lim
r→∞

P (Xr ⩽ r + a
√
r)

存在，且与上一问中的极限相同。

8.（14 分）一堆货物的次品率为 p。从中随机抽取 n 个货物，记其中的次品数为 Sn。

若要保证

P

(
p ⩾ 0.9Sn

n

)
⩾ 0.95,

在以下两种情况下，分别求满足条件的最小 n：

(1) 未获得往年调查信息，只知道 p ⩾ 0.5；

(2) 获得了往年调查信息，知道 p ⩾ 0.8。

注：记 Φ(1.6) = 0.95，其中 Φ(x) 为标准正态分布函数。
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18 2024 年秋期末题解答部分
1.（8 分）设随机变量 Z ∼ N(0, 1)，求

E(ZeZ), E(Z2eZ).

解答 标准正态随机变量 Z 的矩母函数为

MZ(t) = E(etZ) = et
2/2.

因此

E(ZeZ) = M ′
Z(1), E(Z2eZ) = M ′′

Z(1).

又

M ′
Z(t) = tet

2/2,

所以

E(ZeZ) = M ′
Z(1) = e1/2.

继续求导得

M ′′
Z(t) = (1 + t2)et

2/2,

因此

E(Z2eZ) = M ′′
Z(1) = 2e1/2.

综上，

E(ZeZ) = e1/2, E(Z2eZ) = 2e1/2.

【注：】本题代入期望的定义硬算也并非难事，请读者试之。

2.（12 分）设随机变量 X 的分布函数为 F (x)，且随机变量 Y 与 X 相互独立。

(1) 证明：
E(F (Y )) = P (X ⩽ Y ).

(2) 若 X ∼ N(0, 1)，Y ∼ N(µ, σ2)，证明：

P (X ⩽ Y ) = F

(
µ√

1 + σ2

)
.

解答

(1) 由 X 与 Y 独立，条件在 Y 上，有

P (X ⩽ Y | Y ) = P (X ⩽ y)
∣∣
y=Y

= F (Y ).

两边取期望，得

P (X ⩽ Y ) = E
(
P (X ⩽ Y | Y )

)
= E(F (Y )).

(2) 因为 X ∼ N(0, 1)，Y ∼ N(µ, σ2)，且 X,Y 独立，所以

Y −X ∼ N(µ, 1 + σ2).

于是

P (X ⩽ Y ) = P (Y −X ⩾ 0) = P

(
Y −X − µ√

1 + σ2
⩾ − µ√

1 + σ2

)
.

令

Z =
Y −X − µ√

1 + σ2
∼ N(0, 1),

则

P (X ⩽ Y ) = P

(
Z ⩾ − µ√

1 + σ2

)
= P

(
Z ⩽ µ√

1 + σ2

)
.

由于此时 F 是标准正态分布函数，故

P (X ⩽ Y ) = F

(
µ√

1 + σ2

)
.
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3.（14 分）设 X1, . . . , Xn 独立同分布，且都服从单位圆周上的均匀分布。对每个 i = 1, . . . , n，定义事件 Ai 为：所有

点 X1, . . . , Xn 均落在以 Xi 为起点、顺时针方向长度为半个圆周的闭半圆内；定义事件 Bi 为：所有点 X1, . . . , Xn

均落在以 Xi 为起点、逆时针方向长度为半个圆周的闭半圆内。

(1) 求

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
.

(2) 令

Y =

n∑
i=1

IAi∪Bi ,

求 EY 和 DY。

解答

(1) 对固定的 i，给定 Xi 后，其余 n− 1 个点各自落入指定半圆的概率均为 1/2，且相互独立，故

P (Ai) =

(
1

2

)n−1

.

又由于连续型分布下点落在边界上的概率为 0，事件 A1, . . . , An 两两互不相容，故

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai) =
n

2n−1
.

(2) 记
Ci = Ai ∪Bi.

对固定的 i，由于 Ai 与 Bi 几乎不同时发生，所以

P (Ci) = P (Ai) + P (Bi) = 2

(
1

2

)n−1

=
1

2n−2
.

因此

EY =

n∑
i=1

P (Ci) =
n

2n−2
.

下面计算 DY。由对称性，只需求 P (CiCj)，其中 i ̸= j。同向事件 AiAj、BiBj 几乎不可能同时发生，故

P (CiCj) = P (AiBj) + P (BiAj) = 2P (AiBj).

固定 Xi，设从 Xi 顺时针到 Xj 的弧长为 T，则 T ∼ U(0, 1)。若 AiBj 发生，则必须有 0 ⩽ T ⩽ 1/2，且其余

n− 2 个点都落在从 Xi 到 Xj 的这段弧上。因此

P (AiBj) =

∫ 1/2

0

tn−2 dt =
1

(n− 1)2n−1
.

于是

P (CiCj) =
2

(n− 1)2n−1
=

1

(n− 1)2n−2
.

所以

EY 2 = E

(
n∑

i=1

ICi

)2

=

n∑
i=1

P (Ci) +
∑
i ̸=j

P (CiCj).

代入得

EY 2 =
n

2n−2
+ n(n− 1) · 1

(n− 1)2n−2
=

2n

2n−2
=

n

2n−3
.

因此

DY = EY 2 − (EY )2 =
n

2n−3
−
( n

2n−2

)2
.

综上，

EY =
n

2n−2
, DY =

n

2n−3
− n2

22n−4
.
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4.（14 分）设随机变量 X1, . . . , Xn 满足

EXi = 0, EX2
i < ∞, i = 1, . . . , n.

记

X = (X1, . . . , Xn)
⊤,

且设 Σ 为 X1, . . . , Xn 的协方差矩阵。

(1) 证明：
Σ 非退化⇐⇒对任意a ∈ Rn, 若a⊤X = 0 a.s., 则a = 0.

(2) 若 Σ 非退化，Y 为随机变量，且

EY = 0, EY 2 < ∞,

求

R(a) = E

(
Y −

n∑
i=1

aiXi

)2

= E(Y − a⊤X)2

的最小值点 a。

解答

(1) 对任意 a ∈ Rn，有

a⊤Σa = Var(a⊤X).

又因为 EXi = 0，所以 E(a⊤X) = 0, 于是

a⊤Σa = E(a⊤X)2.

若 Σ 非退化，则对任意 a ̸= 0，有 a⊤Σa > 0, 因此若 a⊤X = 0 a.s., 则

a⊤Σa = E(a⊤X)2 = 0,

从而只能有 a = 0.

反过来，若 Σ 退化，则存在 a ̸= 0，使得

a⊤Σa = 0.

由 E(a⊤X)2 = 0 可得 a⊤X = 0 a.s., 这与题设性质矛盾。因此 Σ 必非退化。

综上，命题得证。

(2) 记

c = E(YX) =

E(Y X1)
...

E(Y Xn)

 .

展开 R(a)，得

R(a) = EY 2 − 2E(Y a⊤X) + E(a⊤X)2.

即

R(a) = EY 2 − 2a⊤c+ a⊤Σa.

这是关于 a 的二次函数。求导得

∇R(a) = −2c+ 2Σa.

令其为 0，得到

Σa = c.

由于 Σ 非退化，故最小值点唯一，为

a0 = Σ−1c = Σ−1E(YX).
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5.（14 分）设随机变量 X1, X2, . . . 相互独立，且对每个 n ⩾ 1，有

P (Xn = −n) = P (Xn = n) =
1

2
n−β , P (Xn = 0) = 1− n−β .

令

Sn =

n∑
i=1

Xi.

(1) 当 0 < β ⩽ 1 时，证明：

n−3/2Sn
P−→ 0.

(2) 当 β > 1, α > 0 时，证明：

n−αSn
a.s.−−→ 0.

解答

(1) 由题意，
EXn = 0, EX2

n = n2P (Xn ̸= 0) = n2 · n−β = n2−β .

故

DXn = n2−β .

由于 X1, X2, . . . 相互独立，所以

DSn =

n∑
k=1

DXk =

n∑
k=1

k2−β .

于是

D(n−3/2Sn) = n−3DSn = n−3
n∑

k=1

k2−β .

当 0 < β ⩽ 1 时，
n∑

k=1

k2−β ⩽ n · n2−β = n3−β .

因此

D(n−3/2Sn) ⩽ n−3 · n3−β = n−β → 0.

由 Chebyshev 不等式，对任意 ε > 0，

P
(∣∣∣n−3/2Sn

∣∣∣ > ε
)
⩽ D(n−3/2Sn)

ε2
→ 0.

故

n−3/2Sn
P−→ 0.

(2) 当 β > 1 时，
∞∑

n=1

P (Xn ̸= 0) =

∞∑
n=1

n−β < ∞.

由 Borel–Cantelli 引理可知
P (Xn ̸= 0 i.o.) = 0.

因此几乎处处存在随机正整数 N，使得当 n ⩾ N 时，

Xn = 0.

于是 Sn 从某一项起为常数。记该常数为 S，则

n−αSn = n−αS → 0.

故

n−αSn
a.s.−−→ 0.

注：这里的“从某一项起为常数”是逐样本点而言的。也就是说，对几乎每个 ω，存在一个依赖于 ω 的整数 N(ω)，

使得从这一项以后 Xn(ω) = 0。因此 Sn(ω) 从某一项起不再变化。这个最终的常数一般依赖于 ω，不是普通意义下

的确定常数。
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6.（10 分）设随机变量 X 在集合 {0, 1, . . . , N − 1} 上服从均匀分布，即

P (X = k) =
1

N
, k = 0, 1, . . . , N − 1.

(1) 求 X 的母函数。

(2) 若 N 为合数，证明：X 可表示为两个非退化独立随机变量之和。

解答

(1) 设 X 的概率母函数为

GX(s) = E(sX).

则

GX(s) =

N−1∑
k=0

skP (X = k) =
1

N

N−1∑
k=0

sk.

因此

GX(s) =
1− sN

N(1− s)
, s ̸= 1.

且

GX(1) = 1.

(2) 若 N = ab，其中 a, b > 1，则
1− sN

N(1− s)
=

1− sa

a(1− s)
· 1− sab

b(1− sa)
.

这正对应

Y ∼ U{0, 1, . . . , a− 1}, Z ∼ U{0, a, 2a, . . . , (b− 1)a},

且 Y, Z 独立时，

GY+Z(s) = GY (s)GZ(s) = GX(s).

7.（14 分）设 Xr 服从参数为 r 的 Γ 分布，其密度函数为

pr(x) =
xr−1

Γ(r)
e−xI{x⩾0}, r > 0.

(1) 求
lim
n→∞

P (Xn ⩽ n+ a
√
n).

(2) 证明：
lim
r→∞

P (Xr ⩽ r + a
√
r)

存在，且与上一问中的极限相同。

解答

(1) 当 n 为正整数时，Xn 可看作 n 个独立同分布的指数分布随机变量之和，即

Xn = ξ1 + · · ·+ ξn,

其中

ξi ∼ Γ(1, 1), Eξi = 1, Dξi = 1.

由中心极限定理，
Xn − n√

n

d−→ N(0, 1).

因此

P (Xn ⩽ n+ a
√
n) = P

(
Xn − n√

n
⩽ a

)
→ Φ(a).

故

lim
n→∞

P (Xn ⩽ n+ a
√
n) = Φ(a).
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(2) 对任意 r > 0，Xr ∼ Γ(r, 1) 的矩母函数为

MXr
(t) = E(etXr ) = (1− t)−r, t < 1.

于是

E exp
{
t
Xr − r√

r

}
= e−t

√
r

(
1− t√

r

)−r

.

取对数，得

logE exp
{
t
Xr − r√

r

}
= −t

√
r − r log

(
1− t√

r

)
.

由

−r log
(
1− t√

r

)
= t

√
r +

t2

2
+ o(1).

因此

logE exp
{
t
Xr − r√

r

}
→ t2

2
.

即

E exp
{
t
Xr − r√

r

}
→ et

2/2.

所以
Xr − r√

r

d−→ N(0, 1).

于是

P (Xr ⩽ r + a
√
r) = P

(
Xr − r√

r
⩽ a

)
→ Φ(a).

故

lim
r→∞

P (Xr ⩽ r + a
√
r) = Φ(a),

该极限存在，且与上一问相同。

8.（14 分）一堆货物的次品率为 p。从中随机抽取 n 个货物，记其中的次品数为 Sn。

若要保证

P

(
p ⩾ 0.9Sn

n

)
⩾ 0.95,

在以下两种情况下，分别求满足条件的最小 n：

(1) 未获得往年调查信息，只知道 p ⩾ 0.5；

(2) 获得了往年调查信息，知道 p ⩾ 0.8。

注：记 Φ(1.6) = 0.95，其中 Φ(x) 为标准正态分布函数。

解答 由于 Sn ∼ B(n, p)，由中心极限定理，

Sn − np√
np(1− p)

≈ N(0, 1).

题目要求

P

(
p ⩾ 0.9Sn

n

)
⩾ 0.95.

这等价于

P

(
Sn ⩽ 10

9
np

)
⩾ 0.95.

标准化得

P

(
Sn − np√
np(1− p)

⩽
10
9 np− np√
np(1− p)

)
⩾ 0.95.

而
10
9 np− np√
np(1− p)

=
np/9√

np(1− p)
=

√
n

9

√
p

1− p
.

因此近似地只需

Φ

(√
n

9

√
p

1− p

)
⩾ 0.95.
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由题给

Φ(1.6) = 0.95,

故只需 √
n

9

√
p

1− p
⩾ 1.6.

即

n ⩾ 92 · 1.62 · 1− p

p
.

由于
1− p

p

关于 p 单调递减，所以在只知道 p ⩾ p0 时，最坏情况取 p = p0。

(1) 若只知道 p ⩾ 0.5，则

n ⩾ 92 · 1.62 · 1− 0.5

0.5
= 81 · 2.56 = 207.36.

所以满足条件的最小整数为

n = 208.

(2) 若知道 p ⩾ 0.8，则

n ⩾ 92 · 1.62 · 1− 0.8

0.8
= 207.36 · 0.25 = 51.84.

所以满足条件的最小整数为

n = 52.
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19 2025 年春期末考题
1.（10 分）设随机变量 N,X1, X2, · · · 相互独立，

N ∼ P (λ), Xi ∼ N(0, 1), i = 1, 2, · · · .

记

Y =

N∑
i=1

Xi.

(1) 求 Y 的特征函数。

(2) 计算 E(Y ) 和 E(Y 2)。

2.（15 分）设 X 为随机变量，b1, b2 为正实数，c1, c2 为实数。

(1) 若 P (X ̸= 0) > 0，b1X 与 b2X 同分布，证明 b1 = b2。

(2) 若 X 非退化，b1X + c1 与 b2X + c2 同分布，证明

b1 = b2, c1 = c2.

3.（15 分）设 X,Y 相互独立，分别服从参数为 λ, µ 的指数分布，记

U = min{X,Y }, V = max{X,Y }.

(1) 求 P (U = X)。

(2) 证明 U 与 V − U 相互独立。

4.（15 分）设 X,Y,X1, Y1, X2, Y2, · · · 为同一概率空间中的随机变量，

Xn
d−→ X, Yn

d−→ Y.

(1) 举例说明不一定成立
Xn + Yn

d−→ X + Y.

(2) 若 Y 退化，证明

Xn + Yn
d−→ X + Y.

5.（5 分）设 X1, X2, · · · 相互独立，均服从 [0, 1] 上的均匀分布，利用中心极限定理估计

P

(
300∑
i=1

Xi > 60

)

（可用标准正态分布的分布函数表示）。

6.（10 分）掷两枚质地均匀的骰子，计算在第一次发生“点数之和为 7”之前发生过“点数之和为 5”的概率。

7.（10 分）设 (X1, · · · , Xn) 服从 n 维联合正态分布，n ⩾ 3，均值

a⃗ = 0⃗,

协方差矩阵

Σ = (σij)n×n.

求在
n∑

i=1

Xi = x

的条件下 X1 的分布。

8.（10 分）设随机变量 X2, X3, · · · 相互独立，

P (Xn = −n) = P (Xn = n) =
1

2n
√

lnn
,

P (Xn = 0) = 1− 1

n
√

lnn
, n = 2, 3, · · · .

判断
1

n

n∑
i=2

Xi

是否依概率收敛，并说明理由。
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9.（10 分）设随机变量 X1, X2, · · · 独立同分布。
(1) 若 E(|X1|) < ∞，证明

P

(
lim
n→∞

|Xn|
n

= 0

)
= 1.

(2) 若 E(|X1|) = ∞，证明

P

(
lim sup
n→∞

|Xn|
n

= ∞
)

= 1.
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20 2025 年春期末题解答部分
1.（10 分）设随机变量 N,X1, X2, · · · 相互独立，

N ∼ P (λ), Xi ∼ N(0, 1), i = 1, 2, · · · .

记

Y =

N∑
i=1

Xi.

(1) 求 Y 的特征函数。

(2) 计算 E(Y ) 和 E(Y 2)。

解答

(1) 条件于 N = n，有

Y | N = n ∼ N(0, n),

故

φY (t) = E
(
e−

Nt2

2

)
=

∞∑
n=0

e−
nt2

2 e−λλ
n

n!
= exp

{
λ
(
e−

t2

2 − 1
)}

.

(2) 由条件期望，
E(Y ) = E(E(Y | N)) = 0.

又因为

E(Y 2 | N) = N,

所以

E(Y 2) = E(N) = λ.

2.（15 分）设 X 为随机变量，b1, b2 为正实数，c1, c2 为实数。

(1) 若 P (X ̸= 0) > 0，b1X 与 b2X 同分布，证明 b1 = b2。

(2) 若 X 非退化，b1X + c1 与 b2X + c2 同分布，证明

b1 = b2, c1 = c2.

解答 设 X 的特征函数为 φ(t)。

(1) 由 b1X 与 b2X 同分布，得

φ(b1t) = φ(b2t).

令

a =
b1
b2

> 0,

则

φ(at) = φ(t).

若 a ̸= 1，反复迭代，取趋于 0 的一边，由特征函数连续性得

φ(t) = φ(0) = 1.

因此 X = 0 a.s.，与 P (X ̸= 0) > 0 矛盾。故

b1 = b2.

(2) 由 b1X + c1 与 b2X + c2 同分布，得

eitc1φ(b1t) = eitc2φ(b2t).

令

a =
b1
b2
, d =

c1 − c2
b2

,

则

aX + d
d
= X,

从而

φ(t) = eitdφ(at).

若 a ̸= 1，不妨设 0 < a < 1，反复迭代得

φ(t) = exp
{

itd(1 + a+ · · ·+ an−1)
}
φ(ant).
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令 n → ∞，得
φ(t) = exp

{
it d

1− a

}
.

这说明 X =
d

1− a
a.s.，即 X 退化，矛盾。

因此只能有

a = 1,

即

b1 = b2.

此时

X + d
d
= X.

所以

φ(t) = eitdφ(t).

由于 φ(0) = 1，且 φ 连续，故在 0 的某邻域内 φ(t) ̸= 0，于是

eitd = 1

在 0 的某邻域内成立，因此

d = 0.

故

c1 = c2.

3.（15 分）设 X,Y 相互独立，分别服从参数为 λ, µ 的指数分布，记

U = min{X,Y }, V = max{X,Y }.

(1) 求 P (U = X)。

(2) 证明 U 与 V − U 相互独立。

解答

(1) 因为 X,Y 为连续型随机变量，所以

P (U = X) = P (X ⩽ Y ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

x

λµe−λx−µy dy dx =
λ

λ+ µ
.

(2) 令
W = V − U.

当 U = u,W = w 且 u > 0, w > 0 时，对应两种情形：

X = u, Y = u+ w,

或

X = u+ w, Y = u.

这两个变量变换的 Jacobi 行列式绝对值均为 1。

又因为

fX,Y (x, y) = λµe−λx−µy, x > 0, y > 0,

所以

fU,W (u,w) = fX,Y (u, u+ w) + fX,Y (u+ w, u).

即

fU,W (u,w) = λµe−λu−µ(u+w) + λµe−λ(u+w)−µu.

整理得

fU,W (u,w) = λµe−(λ+µ)u
(
e−µw + e−λw

)
, u > 0, w > 0.

下面求边缘密度。对 w 积分，得

fU (u) =

∫ ∞

0

fU,W (u,w) dw = (λ+ µ)e−(λ+µ)u, u > 0.
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对 u 积分，得

fW (w) =

∫ ∞

0

fU,W (u,w) du =
λµ

λ+ µ

(
e−µw + e−λw

)
, w > 0.

因此

fU (u)fW (w) = λµe−(λ+µ)u
(
e−µw + e−λw

)
= fU,W (u,w).

故 U 与 W 相互独立，即

U 与 V − U

相互独立。

4.（15 分）设 X,Y,X1, Y1, X2, Y2, · · · 为同一概率空间中的随机变量，

Xn
d−→ X, Yn

d−→ Y.

(1) 举例说明不一定成立
Xn + Yn

d−→ X + Y.

(2) 若 Y 退化，证明

Xn + Yn
d−→ X + Y.

解答

(1) 设 Z ∼ N(0, 1)，令

X = Y = Z, Xn = Z, Yn = −Z.

则

Xn
d−→ X,

且由于 −Z
d
= Z，有

Yn
d−→ Y.

但是

Xn + Yn = 0,

而

X + Y = 2Z.

二者分布不同，故不一定有

Xn + Yn
d−→ X + Y.

(2) 设 Y = c a.s. 因为
Yn

d−→ c,

所以

Yn
P−→ c.

取 x 为 X + c 的分布函数连续点，则 x− c 是 X 的分布函数连续点。

对任意 ε > 0，有

P (Xn + Yn ⩽ x) ⩽ P (Xn ⩽ x− c+ ε) + P (|Yn − c| > ε),

以及

P (Xn + Yn ⩽ x) ⩾ P (Xn ⩽ x− c− ε)− P (|Yn − c| > ε).

令 n → ∞，再令 ε → 0，得

P (Xn + Yn ⩽ x) → P (X + c ⩽ x).

因此

Xn + Yn
d−→ X + c = X + Y.

5.（5 分）设 X1, X2, · · · 相互独立，均服从 [0, 1] 上的均匀分布，利用中心极限定理估计

P

(
300∑
i=1

Xi > 60

)

（可用标准正态分布的分布函数表示）。

解答 记

S300 =

300∑
i=1

Xi.
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因为

E(Xi) =
1

2
, Var(Xi) =

1

12
,

所以

E(S300) = 150, Var(S300) = 25.

由中心极限定理，
S300 − 150

5
≈ N(0, 1).

故

P (S300 > 60) = P

(
S300 − 150

5
> −18

)
≈ 1− Φ(−18) = Φ(18).

6.（10 分）掷两枚质地均匀的骰子，计算在第一次发生“点数之和为 7”之前发生过“点数之和为 5”的概率。

解答 每次掷骰子，记

A = {点数之和为7}, B = {点数之和为5}.

则

P (A) =
6

36
=

1

6
, P (B) =

4

36
=

1

9
.

只需比较事件 A 与 B 谁先发生，其余结果可以忽略。

因此所求概率为
P (B)

P (A) + P (B)
=

1
9

1
6 + 1

9

=
2

5
.

7.（10 分）设 (X1, · · · , Xn) 服从 n 维联合正态分布，n ⩾ 3，均值

a⃗ = 0⃗,

协方差矩阵

Σ = (σij)n×n.

求在
n∑

i=1

Xi = x

的条件下 X1 的分布。

解答 记

S =

n∑
i=1

Xi.

因为 (X1, · · · , Xn) 为联合正态，所以 (X1, S) 也为二维正态。

有

E(X1) = E(S) = 0,

Var(X1) = σ11,

Cov(X1, S) =

n∑
j=1

σ1j ,

Var(S) =
n∑

i=1

n∑
j=1

σij .

令

A =

n∑
j=1

σ1j , B =

n∑
i=1

n∑
j=1

σij .

由二维正态的条件分布公式，得

X1 | S = x ∼ N

(
A

B
x, σ11 −

A2

B

)
.

即

X1 |
n∑

i=1

Xi = x ∼ N

 ∑n
j=1 σ1j∑n

i=1

∑n
j=1 σij

x, σ11 −

(∑n
j=1 σ1j

)2
∑n

i=1

∑n
j=1 σij

 .
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【注】：多维正态分布的条件分布公式.
若随机向量 (

X

Y

)
∼ N

((
µX

µY

)
,

(
ΣXX ΣXY

ΣY X ΣY Y

))
,

且 ΣY Y 非退化，则

X | Y = y ∼ N
(
µX +ΣXY Σ

−1
Y Y (y − µY ),ΣXX − ΣXY Σ

−1
Y Y ΣY X

)
.

特别地，若 X,Y 都是一维随机变量，且 (X,Y ) 服从二维正态分布，则

X | Y = y ∼ N

(
E(X) +

Cov(X,Y )

Var(Y )
(y − E(Y )),Var(X)− Cov2(X,Y )

Var(Y )

)
.

8.（10 分）设随机变量 X2, X3, · · · 相互独立，

P (Xn = −n) = P (Xn = n) =
1

2n
√

lnn
,

P (Xn = 0) = 1− 1

n
√

lnn
, n = 2, 3, · · · .

判断
1

n

n∑
i=2

Xi

是否依概率收敛，并说明理由。

解答 记

Sn =

n∑
i=2

Xi.

由于 Xi 相互独立，

Var
(
Sn

n

)
=

1

n2

n∑
i=2

Var(Xi) =
1

n2

n∑
i=2

i√
ln i

→ 0.

由 Chebyshev 不等式，对任意 ε > 0，

P

(∣∣∣∣Sn

n

∣∣∣∣ > ε

)
⩽ 1

ε2
Var

(
Sn

n

)
→ 0.

因此
1

n

n∑
i=2

Xi
P−→ 0.

所以它依概率收敛，极限为 0。

9.（10 分）假设 X1, X2, · · · 独立同分布. 证明：
(1) 若 E|X1| < ∞，则

P

(
lim
n→∞

Xn

n
= 0

)
= 1;

(2) 若 E|X1| = ∞，则

P

(
lim sup
n→∞

|Xn|
n

= ∞
)

= 1.

解答

(1) 记
Sn = X1 + · · ·+Xn.

因为 X1, X2, · · · 独立同分布，且 E|X1| < ∞，由强大数定律，

Sn

n
→ EX1, a.s.,

Sn−1

n
→ EX1, a.s.,

所以
Xn

n
→ EX1 − EX1 = 0, a.s.

即

P

(
lim
n→∞

Xn

n
= 0

)
= 1.
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(2) 任取 M > 0. 令

An =

{
|Xn|
n

> M

}
= {|Xn| > Mn}.

由于 X1, X2, · · · 独立同分布，所以 A1, A2, · · · 相互独立，且

P (An) = P (|X1| > Mn).

下面证明
∞∑

n=1

P (|X1| > Mn) = ∞.

记

f(x) = P (|X1| > x).

则 f(x) 关于 x 单调下降，且

E|X1| =
∫ ∞

0

P (|X1| > x) dx =

∫ ∞

0

f(x) dx = ∞.

对每个 n ⩾ 1，当 x ∈ [Mn,M(n+ 1)] 时，

f(x) ⩽ f(Mn).

因此 ∫ ∞

M

f(x) dx =

∞∑
n=1

∫ M(n+1)

Mn

f(x) dx ⩽ M

∞∑
n=1

f(Mn).

左边为 ∞，故
∞∑

n=1

P (|X1| > Mn) =

∞∑
n=1

f(Mn) = ∞.

由 Borel-Cantelli 引理，
P (An i.o.) = 1.

即

P

(
|Xn|
n

> M 无穷多次发生

)
= 1.

所以

P

(
lim sup
n→∞

|Xn|
n

⩾ M

)
= 1.

令 M = 1, 2, 3, · · ·，取可数交，得

P

(
∀M ∈ N, lim sup

n→∞

|Xn|
n

⩾ M

)
= 1.

因而

P

(
lim sup
n→∞

|Xn|
n

= ∞
)

= 1.
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21 2025 年秋期末考题
1.（10 分）设 {Xn}, {Yn}, X, Y 是随机变量。

(1) 若 Xn
P−→ X, Xn

P−→ Y，证明

P (X = Y ) = 1.

(2) 若 Xn
P−→ X, Yn

P−→ Y，证明

XnYn
P−→ XY.

2.（12分）设 I1, · · · , IK 将区间 [0, 1]划分成 K 个不交的小区间，其中区间 Ii 的长度为 pi, 1 ⩽ i ⩽ K。U1, · · · , Un

为相互独立且服从 [0, 1] 均匀分布的随机变量，定义 Z
(n)
i 为 U1, · · · , Un 落在区间 Ii 的个数，再定义

Rn =

K∏
i=1

p
Z

(n)
i

i .

证明

R
1
n
n

a.s.−−→ exp
{

K∑
i=1

pi ln pi

}
.

3.（14 分）设 X1, · · · , Xn, · · · 为相互独立的随机变量，Xn ∼ Pois(n)，随机变量 Z ∼ N(0, 1)，证明：

(1)
Xn − n√

n

d−→ Z.

(2)
(Xn − n) + (X2n − 2n)√

Xn +X2n

d−→ Z.

4.（16 分）将 n 个可分辨的球随机放入 n 个盒子中，每个球独立等概率地放入任一盒子，设 Sn 为全部放完后空盒

子的个数。

(1) 求 Sn 的期望和方差。

(2) 证明 n → +∞ 时，
Sn

n

P−→ e−1.

5.（18 分）设随机向量
Y = (Y1, · · · , Yn)

T

服从 n 维高斯分布，且对任意 i ̸= j 有

E(Yi | Yj) = 0, E(Y 2
i | Yj) = 1.

(1) 求 Y 的分布。

(2) 设 A 为 n 阶实矩阵，

X = AY = (X1, · · · , Xn)
T ,

求 X 的期望和协方差矩阵。

(3) 设 A = (aij)n×n，其中

aij =
√
ij,

且 X = AY，求在 {X1 = x} 下 Y1 的条件分布。

6.（16 分）设 X,Y, Z 相互独立，且均服从分布 N(0, 1)，定义

T =
X + Y Z√
1 + Z2

, S =
2XY√
X2 + Y 2

.

(1) 证明 T 与 Z 独立，且 T ∼ N(0, 1)。

(2) 证明 S ∼ N(0, 1)。

7.（14 分）小明按照如下规则掷硬币和骰子：首先掷一次硬币，若掷出反面则继续掷硬币，直至掷出正面；若掷出
正面则掷一次骰子，若掷出 6 点则结束，若掷出点数不是 6 点，则重新开始掷硬币。设结束时小明共掷了 X 次，

包括掷硬币和骰子的总次数，求 X 的母函数。（硬币和骰子都是公平的。）
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22 2025 年秋期末题解答部分
1.（10 分）设 {Xn}, {Yn}, X, Y 是随机变量。

(1) 若 Xn
P−→ X, Xn

P−→ Y，证明

P (X = Y ) = 1.

(2) 若 Xn
P−→ X, Yn

P−→ Y，证明

XnYn
P−→ XY.

解答

(1) 对任意 ε > 0，有

{|X − Y | > ε} ⊂
{
|X −Xn| >

ε

2

}
∪
{
|Xn − Y | > ε

2

}
.

因此

P (|X − Y | > ε) ⩽ P
(
|X −Xn| >

ε

2

)
+ P

(
|Xn − Y | > ε

2

)
→ 0.

于是对任意 ε > 0，

P (|X − Y | > ε) = 0.

从而

P (X ̸= Y ) = P

( ∞⋃
m=1

{
|X − Y | > 1

m

})
= 0.

故

P (X = Y ) = 1.

(2) 对任意 ε > 0，任取 M > 0。若

|X| ⩽ M, |Y | ⩽ M, |Xn −X| ⩽ δ, |Yn − Y | ⩽ δ,

则
|XnYn −XY | = |(Xn −X)(Yn − Y ) +X(Yn − Y ) + Y (Xn −X)|

⩽ δ2 + 2Mδ.

取 δ > 0 充分小，使得

δ2 + 2Mδ < ε.

于是

{|XnYn −XY | > ε} ⊂ {|X| > M} ∪ {|Y | > M} ∪ {|Xn −X| > δ} ∪ {|Yn − Y | > δ}.

所以
P (|XnYn −XY | > ε) ⩽ P (|X| > M) + P (|Y | > M)

+ P (|Xn −X| > δ) + P (|Yn − Y | > δ).

令 n → ∞，由 Xn
P−→ X, Yn

P−→ Y，得

lim sup
n→∞

P (|XnYn −XY | > ε) ⩽ P (|X| > M) + P (|Y | > M).

再令 M → ∞，得
lim
n→∞

P (|XnYn −XY | > ε) = 0.

因此

XnYn
P−→ XY.
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2.（12 分）设 I1, · · · , IK 将区间 [0, 1] 划分成 K 个不交的小区间，其中区间 Ii 的长度为 pi, 1 ⩽ i ⩽ K。U1, · · · , Un 为

相互独立且服从 [0, 1] 均匀分布的随机变量，定义 Z
(n)
i 为 U1, · · · , Un 落在区间 Ii 的个数，再定义

Rn =

K∏
i=1

p
Z

(n)
i

i .

证明

R
1
n
n

a.s.−−→ exp
{

K∑
i=1

pi ln pi

}
.

解答 对每个 i = 1, · · · ,K，记
ξ
(i)
j = 1{Uj∈Ii}, j = 1, · · · , n.

则

Z
(n)
i =

n∑
j=1

ξ
(i)
j .

因为 Uj ∼ U [0, 1]，且区间 Ii 的长度为 pi，所以

P (Uj ∈ Ii) = pi.

因此

Eξ
(i)
j = pi.

又 ξ
(i)
1 , ξ

(i)
2 , · · · 相互独立同分布，由强大数定律，

Z
(n)
i

n
=

1

n

n∑
j=1

ξ
(i)
j

a.s.−−→ pi.

由于 K 是有限的，所以上述收敛对所有 i = 1, · · · ,K 可同时成立。
于是

lnR
1
n
n =

1

n
lnRn =

1

n
ln
(

K∏
i=1

p
Z

(n)
i

i

)
=

K∑
i=1

Z
(n)
i

n
ln pi.

令 n → +∞，得到

lnR
1
n
n

a.s.−−→
K∑
i=1

pi ln pi.

两边取指数，便有

R
1
n
n

a.s.−−→ exp
{

K∑
i=1

pi ln pi

}
.
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3.（14 分）设 X1, · · · , Xn, · · · 为相互独立的随机变量，Xn ∼ Pois(n)，随机变量 Z ∼ N(0, 1)，证明：

(1)
Xn − n√

n

d−→ Z.

(2)
(Xn − n) + (X2n − 2n)√

Xn +X2n

d−→ Z.

解答

(1) 记
Yn =

Xn − n√
n

.

因为 Xn ∼ Pois(n)，所以 Yn 的特征函数为

φYn(t) = Ee
itXn−n√

n = e−it
√
n exp

{
n
(
eit/

√
n − 1

)}
.

于是

φYn(t) = exp
{
n

(
eit/

√
n − 1− it√

n

)}
.

由展开式

eit/
√
n = 1 +

it√
n
− t2

2n
+ o

(
1

n

)
,

得

n

(
eit/

√
n − 1− it√

n

)
→ − t2

2
.

因此

φYn
(t) → e−t2/2.

而 e−t2/2 是标准正态分布 N(0, 1) 的特征函数，所以

Xn − n√
n

d−→ Z.

(2) 由于 Xn 与 X2n 相互独立，且

Xn ∼ Pois(n), X2n ∼ Pois(2n),

所以

Xn +X2n ∼ Pois(3n).

类似第一问，由特征函数可得
(Xn +X2n)− 3n√

3n

d−→ Z.

从而
Xn +X2n

3n

P−→ 1.

另一方面，

(Xn − n) + (X2n − 2n) = (Xn +X2n)− 3n.

所以由上面同样的结论，
(Xn − n) + (X2n − 2n)√

3n

d−→ Z.

于是
(Xn − n) + (X2n − 2n)√

Xn +X2n

=
(Xn − n) + (X2n − 2n)√

3n
·
√

3n

Xn +X2n
.

其中 √
3n

Xn +X2n

P−→ 1.

由 Slutsky 定理，
(Xn − n) + (X2n − 2n)√

Xn +X2n

d−→ Z.
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4.（16 分）将 n 个可分辨的球随机放入 n 个盒子中，每个球独立等概率地放入任一盒子，设 Sn 为全部放完后空盒子的

个数。

(1) 求 Sn 的期望和方差。

(2) 证明 n → +∞ 时，
Sn

n

P−→ e−1.

解答

(1) 令

Ii =

{
1, 第i 个盒子为空,

0, 第i 个盒子不为空,
i = 1, · · · , n. Sn =

n∑
i=1

Ii.

对每个 i，有

P (Ii = 1) =

(
1− 1

n

)n

.

记

pn =

(
1− 1

n

)n

.

于是

ESn =

n∑
i=1

EIi = npn = n

(
1− 1

n

)n

.

下面求方差。对 i ̸= j，有

E(IiIj) = P (第i, j 个盒子都为空) =

(
1− 2

n

)n

.

因此

Var(Ii) = pn(1− pn), , Cov(Ii, Ij) =
(
1− 2

n

)n

− p2n.

所以

Var(Sn) =

n∑
i=1

Var(Ii) + 2
∑

1⩽i<j⩽n

Cov(Ii, Ij) = npn(1− pn) + n(n− 1)

[(
1− 2

n

)n

− p2n

]
.

(2) 由第一问，

E
Sn

n
=

(
1− 1

n

)n

→ e−1.

又

Var
(
Sn

n

)
=

Var(Sn)

n2
.

由上一问的方差公式得

Var
(
Sn

n

)
=

pn(1− pn)

n
+

n− 1

n

[(
1− 2

n

)n

− p2n

]
.

其中

pn =

(
1− 1

n

)n

→ e−1,

并且 (
1− 2

n

)n

→ e−2, p2n → e−2.

故

Var
(
Sn

n

)
→ 0.

对任意 ε > 0，当 n 充分大时， ∣∣∣∣ESn

n
− e−1

∣∣∣∣ < ε

2
.

于是由 Chebyshev 不等式，
P

(∣∣∣∣Sn

n
− e−1

∣∣∣∣ > ε

)
⩽ P

(∣∣∣∣Sn

n
− E

Sn

n

∣∣∣∣ > ε

2

)
⩽ 4

ε2
Var

(
Sn

n

)
→ 0.

所以
Sn

n

P−→ e−1.
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5.（18 分）设随机向量
Y = (Y1, · · · , Yn)

T

服从 n 维高斯分布，且对任意 i ̸= j 有

E(Yi | Yj) = 0, E(Y 2
i | Yj) = 1.

(1) 求 Y 的分布。

(2) 设 A 为 n 阶实矩阵，

X = AY = (X1, · · · , Xn)
T ,

求 X 的期望和协方差矩阵。

(3) 设 A = (aij)n×n，其中

aij =
√
ij,

且 X = AY，求在 {X1 = x} 下 Y1 的条件分布。

解答

(1) 对任意 i ̸= j，由 E(Yi | Yj) = 0两边取期望，得 EYi = 0.，同理有 EY 2
i = 1.所以 Var(Yi) = EY 2

i − (EYi)
2 = 1.

再由条件期望性质，

E(YiYj) = E{YjE(Yi | Yj)} = 0.

因此

Cov(Yi, Yj) = 0, i ̸= j.

故 Y 的期望向量为 0，协方差矩阵为 In。又 Y 服从 n 维高斯分布，所以

Y ∼ N(0, In).

(2) 因为
X = AY,

所以

EX = AEY = 0.

又

Cov(Y ) = In,

于是

Cov(X) = ACov(Y )AT = AAT .

(3)

Xi =

n∑
j=1

aij Yj =
√
i

n∑
j=1

√
j Yj .

特别地，

X1 =

n∑
j=1

√
j Yj .

记

W = X1 =

n∑
j=1

√
j Yj .

由于 Y1, · · · , Yn 相互独立且均服从 N(0, 1)，所以 (Y1,W ) 为二维正态向量，并且

EY1 = EW = 0,

Var(Y1) = 1,

Var(W ) =

n∑
j=1

j =
n(n+ 1)

2
,

Cov(Y1,W ) = Cov

Y1,

n∑
j=1

√
j Yj

 = 1.

由二维正态条件分布公式，

Y1 | X1 = x ∼ N

(
Cov(Y1, X1)

Var(X1)
x, Var(Y1)−

Cov(Y1, X1)
2

Var(X1)

)
.

代入上面的结果，得到

Y1 | X1 = x ∼ N

(
2x

n(n+ 1)
, 1− 2

n(n+ 1)

)
.
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6.（16 分）设 X,Y, Z 相互独立，且均服从分布 N(0, 1)，定义

T =
X + Y Z√
1 + Z2

, S =
2XY√
X2 + Y 2

.

(1) 证明 T 与 Z 独立，且 T ∼ N(0, 1)。

(2) 证明 S ∼ N(0, 1)。

解答

(1) 对任意给定的 Z = z，由于 X,Y 相互独立且均服从 N(0, 1)，有

X + zY ∼ N(0, 1 + z2).

因此
X + zY√
1 + z2

∼ N(0, 1).

即

T | Z = z ∼ N(0, 1),

且这个条件分布与 z 无关，即独立。

【注：】更严格地，对任意 s, t ∈ R，

EeitT+isZ = E
[
eisZE

(
eitT | Z

)]
.

由上面的条件分布可知

E(eitT | Z) = e−t2/2.

所以

EeitT+isZ = e−t2/2EeisZ .

这说明 (T,Z) 的联合特征函数分解为 T 与 Z 的特征函数之积，因此

T ⊥ Z, T ∼ N(0, 1).

(2) 记

S =
2XY√
X2 + Y 2

, W =
X2 − Y 2

√
X2 + Y 2

.

由于 P (X2 + Y 2 = 0) = 0，所以下面可忽略原点处的情形。

考虑变换

s =
2xy√
x2 + y2

, w =
x2 − y2√
x2 + y2

.

则

s2 + w2 =
4x2y2 + (x2 − y2)2

x2 + y2
= x2 + y2.

并且直接计算可得 ∣∣∣∣∂(s, w)∂(x, y)

∣∣∣∣ = 2.

对任意给定的 (s, w) ̸= (0, 0)，方程

2xy√
x2 + y2

= s,
x2 − y2√
x2 + y2

= w

恰有两个解，且这两个解互为相反数。又这两个解都满足

x2 + y2 = s2 + w2.

因此由多对一变量变换公式，

fS,W (s, w) = 2 · 1

2π
exp

{
−x2 + y2

2

}
· 1
2

=
1

2π
exp

{
−s2 + w2

2

}
.

所以

fS,W (s, w) =
1√
2π

e−s2/2 · 1√
2π

e−w2/2.

于是 S 的边缘密度为

fS(s) =
1√
2π

e−s2/2.

故

S ∼ N(0, 1).
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7.（14 分）小明按照如下规则掷硬币和骰子：首先掷一次硬币，若掷出反面则继续掷硬币，直至掷出正面；若掷出正面
则掷一次骰子，若掷出 6 点则结束，若掷出点数不是 6 点，则重新开始掷硬币。设结束时小明共掷了 X 次，包括掷

硬币和骰子的总次数，求 X 的母函数。（硬币和骰子都是公平的。）

解答 设 GX(t) = E(tX)。

记 H 为一次“掷硬币直到第一次出现正面”所需的硬币次数，则

P (H = k) =

(
1

2

)k

, k = 1, 2, · · · .

所以

GH(t) = E(tH) =

∞∑
k=1

tk
(
1

2

)k

=
t

2− t
.

每一轮包括先掷硬币直到正面，再掷一次骰子，因此一轮的总次数为

L = H + 1.

于是

GL(t) = E(tL) = tGH(t) =
t2

2− t
.

每一轮结束的概率为掷骰子得到 6 点，即

p =
1

6
.

设 N 为结束前共进行了多少轮，则

P (N = m) =

(
5

6

)m−1
1

6
, m = 1, 2, · · · .

且

X = L1 + · · ·+ LN ,

其中 L1, L2, · · · 相互独立同分布，且与骰子结果独立。
因此

GX(t) =

∞∑
m=1

P (N = m)
(
GL(t)

)m
=

∞∑
m=1

1

6

(
5

6

)m−1(
t2

2− t

)m

=
1
6

t2

2−t

1− 5
6

t2

2−t

.

整理得

GX(t) =
t2

12− 6t− 5t2
.

故 X 的母函数为

GX(t) = E(tX) =
t2

12− 6t− 5t2
.
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